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ИТЕРАЦИОННЫЙ СПОСОБ РАСЧЕТА СЛОИСТЫХ БАЛОК НА ПРОЧНОСТЬ

Предлагается описание методики расчета на прочность слоистых балок, основанной на ите-
рационном способе последовательного удовлетворения условиям равновесия и совместности 
деформаций. На численном примере рассматриваются результаты и оценивается их близость к 
решению, полученному по методу конечных элементов.

теория упругости, слоистая балка, метод итераций, напряжения, деформации.

Введение

Ход работы по определению и уточне-
нию напряженно-деформированного состо-
яния многослойной балки можно предста-
вить в следующем виде:

– решение с использованием уравнений 
теории упругости для плоской задачи, при 
этом следует уточнить значения напряжений с 
учетом сдвиговых и поперечных деформаций;

– применение итерационного способа для 
решения [1];

– анализ сходимости результатов процес-
са вычислений.

Пусть балка длиной L имеет n слоев. Каж-
дый i-й слой имеет толщину hi, модуль упру-
гости Ei, коэффициент Пуассона μi. К балке 
приложена известная нагрузка q (z) и из диф-
ференциальных зависимостей можно полу-
чить внутренние усилия N (z) и M (z).

1 Алгоритм решения задачи

Рассмотрим детально алгоритм решения 
поставленной задачи.

На первом этапе, на основании нижепе-
речисленных гипотез, поставленная задача 
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решается с использованием основных урав-
нений плоской задачи теории упругости [2]:

1. Статические уравнения эквивалентно-
сти, которые выражают равенство внутрен-
них и внешних сил

; 
A

dA N

( ) . 
A

y dA M

2. Геометрические уравнения, которые 
связывают деформации и перемещения 
(уравнения Коши):

;
 

y y

;
 

z
W
z

. 
  

 yz
W V
y z

3. Физические уравнения, которые вы-
ражают зависимость между деформациями 
и напряжениями (закон Гука для плоской 
задачи):
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На этом этапе итераций решение постро-
ено на следующих гипотезах:

1. Гипотеза плоских сечений (гипотеза 
Я. Бернулли): поперечные сечения стерж-
ня, плоские и перпендикулярные его оси до 
деформации, остаются плоскими и перпен-
дикулярными оси после деформации. Пред-
полагается, что гипотеза справедлива неза-
висимо от количества слоев.

2. Гипотеза отсутствия сдвигов, согласно 
которой γ = 0 (иначе говоря, G → ∞).

3. Гипотеза ненадавливания, согласно ко-
торой продольные волокна стержня не взаи-
модействуют в нормальном по отношению 
к ним направлении, σy = 0. Иначе говоря, 
принимается μ = 0.

Основываясь на вышеперечисленных ги-
потезах, функцию (1)z  можно задать в виде:

(1)
0( , ) ( ) ( )     z y z z z y

(величины с верхним (в скобках) индексом 
соответствуют первому этапу вычислений, 
нижние индексы означают номер слоя).

Зная деформации, по закону Гука можно 
перейти к нормальным напряжениям, для 
каждого i-го слоя функция нормальных на-
пряжений будет определяться по формуле:

(1) (1)
, 0( , ) ( , ) ( ( ) ( ) ).       z i i z iy z E y z E z z y

Из условий статического равновесия на-
ходим значения коэффициентов ε0 (z) и χ (z), 
определив заранее продольную силу и из-
гибающий момент:
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Теперь, зная функцию нормальных на-
пряжений, из дифференциальных уравне-
ний равновесия можем найти выражение 
для касательных напряжений:
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Функция τ0, i (z) находится из граничных 
условий. В данном случае граничным усло-
вием для крайних слоев будет горизонталь-
ная составляющая внешних сил на свобод-
ной грани балки. Для промежуточных слоев 
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должно соблюдаться условие равенства ка-
сательных напряжений на их границе.

Аналогично из уравнений равновесия 
касательных и нормальных напряжений на-
ходим значение функции (1)

, y i :
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Функция σy0, i (z) находится из граничных 
условий. В данном случае граничным усло-
вием для крайних слоев будет вертикальная 
составляющая внешних сил на свободной 
грани балки. Для промежуточных слоев 
должно соблюдаться условие равенства нор-
мальных напряжений на их границе. Анало-
гичная процедура уточнения первого этапа 
итераций приведена в [3].

 В начале второго цикла по закону Гука 
находим функцию деформаций вдоль оси 
Y, (2)

, y i :
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 Зная функцию деформации (2)
, ( , ) y i y z , 

можно найти соответствующую функцию 
перемещения (2) ( , )iV y z , пользуясь уравне-
нием связи между деформациями и пере-
мещениями:
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Далее определяем функцию деформации 
сдвига по закону Гука:
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Затем из геометрических уравнений вновь 
находим функцию продольных деформаций 

(2)
, ( , )z i y z , но это уже не линейная функция, 

с которой начинался первый цикл вычис-
лений:

(2)
, ; 

  
 yz i
W V
y z

2

2 ;
  

 
   

zy W V
z y z z

(2)
,

(2) 2 (2)
, (2)

0,2

( , )

( ).


  


 

   
  

z i

yz i i
i

Wy z
z

Vdy dy z
z z

Зная деформации, по обобщенному за-
кону Гука находим нормальные напряжения 
второго цикла (2)

, ( , )z i y z :
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Функции  (2)
0, ( ) i z   и  (2)

0, ( )iV z   находим из 
усло вия статического равновесия.

Функция (2)
,z i  становится функцией более 

высокого порядка и имеет вид параболы пя-
той степени, что объясняется влиянием каса-
тельных и поперечных напряжений. Еще одна 
особенность функции (2)

,z i  – в приведенном 
центре масс (по Y) она не принимает значе-
ние «0», что объясняется влиянием напряже-
ний σy,i; в свою очередь, эпюра σy,i зависит от 
места приложения нагрузки по высоте балки. 
Используя аналогичную процедуру, можно 
уточнить напряженное состояние балки на 
последующих этапах итерации.

Итерационный метод учитывает коэффи-
циенты второго порядка малости и выше, в 
зависимости от количества циклов. Полу-
ченные выражения для напряжений обла-
дают свойством сходимости, что позволяет 
получать довольно точные результаты уже в 
третьем цикле. Без использования электрон-
ного вычислительного комплекса было бы 
практически невозможно получение ре-
зультатов даже в первом цикле, потому что 
расчет включает в себя многоэтапный вы-
числительный процесс. Для решения ряда 
уравнений и построения графиков исполь-
зовалась программа MathCAD.
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2 Пример расчета на прочность
 трехслойной балки

Сравним значения напряжений в первом и 
втором цикле расчета, а также влияние рас-
пределения свойств материалов по слоям на 
примере двух задач.

Рассмотрим трехслойную балку длиной 
L = 30 м (рис. 1, 2), высотой h = 6 м (высота 
слоев: h1 = 1 м, h2 = 4 м, h3 = 1 м), шириной 
b = 1 м. Коэффициенты Пуассона послойно: 
μ1 = 0,3, μ2 = 0,2, μ3 = 0,3.

Балка загружена распределенной по дли-
не нагрузкой, которая изменяется по закону 

синуса: 0( ) sin    
 

Zq z q
L

, q0 = 1 кН/м.

В задаче № 1 модули Юнга заданы послой-
но: E1 = 105 мПа, E2 = 104 мПа, E3 = 105 мПа.

В задаче № 2 модули Юнга заданы послой-
но: E1 = 104 мПа, E2 = 105 мПа, E3 = 104 мПа.

Поставленные задачи также решены ме-
тодом конечных элементов в программном 
комплексе Midas Civil. Рассмотрена плоская 
задача, в которой используются четырехуз-
ловые конечные элементы, размер каждого 

конечного элемента 0,25×0,25 м. Эпюры 
нормальных напряжений в четверти про-
лета для задач № 1 и 2 приведены на рис. 3.

Значения нормальных напряжений в сече-
нии, расположенном в четверти пролета на 
первом и втором цикле, а также результаты, 
полученные по методу конечных элементов, 
для каждой задачи приведены в таблице.

Сравним максимальные значения нор-
мальных напряжений, полученных в первом, 
втором циклах и по методу конечных эле-
ментов. Значения нормальных напряжений в 
процентном соотношении в центре сечения, 
а также в пределах низкомодульного матери-
ала не сравниваются, так как эти величины 
малы.

Из таблицы видно, что при учете сдвиго-
вых и поперечных деформаций нормальные 
напряжения в крайней фибре возрастают на 
12 % (задача 1, сечения 1 и 7).

Дополнительно был выполнен расчет по 
методу конечных элементов объемной мо-
дели состоящей из 3000 четырехузловых 
элементов пластин. В этом расчете учтены 
модуль сдвига и коэффициент Пуассона для 

Рис. 1. Принятые оси координат. Расчетная схема

Y

Z

q = f (z)

Рис. 2. Схема слоистой балки. Характерные эпюры деформаций и напряжений
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Рис. 3. Эпюры нормальных напряжений в четверти пролета для задач № 1 и 2
по программе Midas Civil (σZ, кН/м 2)
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ТАБЛИЦА. Значения нормальных напряжений

Задача Номер
точки сечения*

Цикл 1
σZ, кН/м2

Цикл 2
σZ, кН/м2

Midas Civil
σZ, кН/м2

1

1 –14,655 –15,398 –15,678
2 –9,7698 –9,9177 –8,066
3 –0,97698 –0,22193 –0,897
4 0 0,009191 0
5 0,97698 0,24355 0,871
6 9,7698 9,8758 8,744
7 14,655 15,363 15,655

2

1 –2,9309 –3,1968 –3,071
2 –1,954 –2,0423 –2,344
3 –19,54 –19,363 –19,2
4 0 –0,018286 –0,044
5 19,54 19,329 19,268
6 1,954 2,1104 2,161
7 2,9309 3,2713 2,89

* Номера точек сечения обозначены на рис. 2.

материала. При такой постановке задачи нет 
необходимости принимать гипотезы, которые 
используются при аналитическом решении 

в первом цикле. Следовательно, решение, 
полученное с использованием программ-
ного комплекса Midas Civil, является более 
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точным, чем аналитическое решение, полу-
ченное в первом цикле.

Максимальные продольные напряжения, 
полученные за два цикла, отличаются от на-
пряжений, полученных по методу конечных 
элементов менее чем на 2 % (задача 1, сече-
ния 1 и 7; задача 2, сечения 3 и 5). Близость 
результатов во втором цикле при аналити-
ческом решении и результатов, полученных 
по методу конечных элементов, говорит о 
приближении к точному решению.

Заключение

1. В среде MathCAD был реализован ал-
горитм расчета на прочность слоистых ба-
лок, основанный на итерационном способе 
последовательного удовлетворения услови-
ям равновесия и совместности деформаций. 
По данному алгоритму решено две задачи.

2. Те же задачи решены методом конечных 
элементов с использованием программного 
комплекса Midas Civil. Приведены результаты.

3. Учет сдвиговых и поперечных дефор-
маций с помощью метода итераций повы-
сил точность решения на 12 %.

4. Максимальные продольные напряже-
ния, полученные за два цикла, отличаются 
от напряжений, полученных по методу ко-
нечных элементов менее чем на 2 %.
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МЕТОД ПОДОБИЯ, ИСПОЛЬЗУЕМЫЙ ПРИ ВОССТАНОВЛЕНИИ ПРОФИЛЯ 
ПОВЕРХНОСТИ КАТАНИЯ КОЛЕСНЫХ ПАР ПОВЫШЕННОЙ ТВЕРДОСТИ

Представлена методика расчета параметров и режимов процесса обточки железнодорожных 
колес повышенной твердости с использованием метода подобия. Даны рекомендации по выбору 
рациональных режимов резания.

цельнокатаное колесо, колесная пара, режущий инструмент, восстановление поверхности катания, 
режимы резания.

Введение

Важнейшим требованием современного 
машиностроения к используемому станоч-
ному и инструментальному оборудованию 

является обеспечение установленной точ-
ности и качества обработанной поверхности 
катания колесной пары (КП) при требуемой 
производительности труда. Производитель-
ность процесса механической обработки ко-




