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ПРИМЕНЕНИЕ КОДОВ БЕРГЕРА И ХЭММИНГА
В СХЕМАХ ФУНКЦИОНАЛЬНОГО КОНТРОЛЯ

Анализируются свойства кодов Бергера и Хэмминга, применяемых при синтезе схем функ-
ционального контроля. Рассматриваются свойства данных кодов в случае искажений в информа-
ционных разрядах при безошибочности контрольных разрядов. Приводится метод построения 
разделимых кодов в виде таблиц, характеризующих соответствие информационных векторов 
контрольным. На его основании найдены и обоснованы формулы расчета числа необнаружи-
ваемых ошибок в информационных разрядах кодов Бергера и Хэмминга. Введено два критерия 
оценки качества кодов в схемах функционального контроля: обнаруживающая способность и 
коэффициент эффективности кода. Коды Бергера и Хэмминга сравниваются по способности к 
обнаружению искажений в информационных векторах и эффективности в виде каталога свойств 
для кодов с длинами информационных векторов m ≤ 31. Приводятся графики изменения обна-
руживающей способности и эффективности кодов Бергера и Хэмминга при увеличении длины 
информационного вектора. Показано, что с увеличением числа информационных разрядов доля 
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необнаруживаемых ошибок в обоих классах кодов уменьшается и при m → ∞ стремится к нулю. 
Сформулирована теорема об оптимальном коде для обнаружения ошибок в информационных век-
торах и установлен ряд новых свойств кодов Хэмминга и Бергера при различных соотношениях 
между длинами информационных векторов рассматриваемых кодов.

функциональный контроль, код Бергера, код Хэмминга, информационный вектор, необнаружива-
емая ошибка, обнаруживающая способность, свойства кодов.

Введение

Система функционального контроля [1–4] 
содержит три блока: контролируемое логи-
ческое устройство f (x), блок дополнитель-
ной логики g (x) и тестер, устанавливающий 
соответствие между выходами обоих бло-
ков – f (x) и g (x) (рис. 1).

Комбинационная схема f (x) реализует бу-
левы функции f1 (x), f2 (x), …, fm (x). На схему 
f (x) с течением времени могут действовать 
помехи, что может вызывать искажения в 
вычисленных значениях функций. Для кон-
троля блока f (x) параллельно исходной ком-
бинационной схеме устанавливается блок 
дополнительной логики g (x), который вы-
числяет такие функции g1 (x), g2 (x), …, gk (x), 
что рабочие выходные векторы обоих бло-
ков <f1 f2 … fm g1 g2 … gk> являются кодовыми 
словами некоторого заранее выбранного кода 
с обнаружением ошибок. Схема также снаб-
жается устройством контроля формируемого 

Рис. 1. Структура системы функционального контроля
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кодового вектора – тестером. В случае иска-
жения выходного вектора <f1 f2 … fm g1 g2 …
gk> на выходах тестера устанавливается не-
парафазный сигнал <00> либо <11>.

В данной структуре эффективным явля-
ется применение кодов Хэмминга и Бергера, 
которые относятся к классу разделимых ко-
дов. В них для каждого кодового слова зна-
чения контрольных разрядов вычисляются 
по значениям информационных разрядов. 
Информационный вектор кода (его длина 
равна m) формируется на выходах f1, f2, …, fm 
блока f (x), а контрольный вектор (его длина 
равна k) – на выходах g1, g2, …, gk блока g (x). 
Для векторов кодов Бергера [5] в контроль-
ной части записывается двоичное число, рав-
ное числу единиц в информационной части. 
Число контрольных разрядов при этом вы-
числяется как  2log 1 .   k m  Далее будем 
обозначать код Бергера как S (n, m)-код, где 
n = m + k.
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В коде Хэмминга [6] контрольные разря-
ды образуются как линейная сумма (сумма 
по модулю два) информационных разрядов, 
стоящих на определенных позициях в ин-
формационном векторе. Суммируемые по-
зиции определяются двоичными номерами 
информационных и контрольных векторов. 
Каждый контрольный разряд занимает в век-
торе кода Хэмминга позицию с номером 2i. 
Для получения значения i-го контрольного 
разряда берется линейная сумма тех инфор-
мационных разрядов, в двоичном эквива-
ленте номеров которых на i-м месте справа 
расположена единица. Таким образом, число 
контрольных разрядов находится в зависи-
мости от числа информационных: это бли-
жайшее целое, удовлетворяющее неравен-
ству: 2 1.  k k m

В отличие от кодов Бергера, коды Хэм-
минга (H (n, m)-коды) способны корректи-
ровать однократные искажения, однако в 
дальнейшем используются только свойства 
кодов с позиции возможности обнаружения 
искажений в информационных векторах, что 
актуально для схем функционального кон-
троля (см. рис. 1).

Как отмечалось выше, в процессе функ-
ционирования контролируемого логического 
устройства f (x) в его внутренней структуре 
возможны сбои. Сбои могут вызывать ис-
кажения вычисляемых функций f1, f2, …, fm, 
часть из которых может быть не обнаружена. 
Искажения в блоке дополнительной логики 
g (x) обнаруживаются схемой тестера всегда, 
так как нарушают контрольные функции g1, 
g2, …, gk. Исходя из этого, далее рассматри-
ваются обнаруживающие способности ко-
дов Бергера и Хэмминга в предположении о 
потенциальном возникновении искажений 
только в информационных разрядах при без-
ошибочности контрольных разрядов.

1 Обнаруживающие способности
 разделимых кодов

 Как отмечалось ранее, коды Бергера и 
Хэмминга содержат информационные и 

контрольные векторы, т. е. являются разде-
лимыми. Каждому информационному слову 
поставлено в соответствие некоторое кон-
трольное слово. При этом контрольные сло-
ва для разных информационных слов могут 
совпадать. В табл. 1 приведены все кодовые 
векторы кодов S (7,4) и H (7,4).

Правила построения кода определяют 
такой важный параметр, как обнаружива-
ющую способность кода. Для любого раз-
делимого кода ошибка в информационном 
векторе не будет обнаруживаться, если при-
ведет к переходу в информационный вектор 
с тем же контрольным вектором. Рисунок 2 
содержит пример необнаруживаемых ис-
кажений информационных векторов ко-
дов S (7,4) и H (7,4). К необнаруживаемым 
ошибкам кодов с суммированием относятся 
разнонаправленные ошибки в информаци-
онных разрядах четной кратности d, содер-
жащие равное количество искажений 0 → 1 
и 1 → 0, а для кодов Хэмминга это некото-
рые ошибки кратностей d > 2.

Исходя из свойства обнаружения ошибок 
в информационных разрядах, любой разде-
лимый код (в том числе рассматриваемые 
коды Бергера и Хэмминга) можно задать в 
виде таблицы, где для каждого контрольно-
го вектора перечислены все соответствую-
щие ему информационные векторы. Тогда 
все необнаруживаемые ошибки будут свя-
заны с переходами информационных векто-
ров друг в друга в одной группе контроль-
ного вектора.

Для кода Бергера такая таблица содержит 
m + 1 столбец и в каждом из них располага-
ется Cm

r информационных векторов, где r – 
вес кодового вектора [7]. Код S (7,4) задается 
таблицей 2.

Опираясь на способ задания S (n, m)-кода 
в табличной форме и свойство разнонаправ-
ленности необнаруживаемых ошибок, мож-
но вывести формулу расчета числа необна-
руживаемых ошибок в кодах Бергера.

Будем подсчитывать необнаруживаемые 
ошибки в каждой группе r по всем возмож-
ным кратностям d, а затем суммировать полу-
ченные числа. В группе r размещено Cm

r ин-
формационных векторов. Ошибка кратности
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d является необнаруживаемой, если число 
искажений 1 → 0 равно числу искажений 
0 → 1, при этом число тех и других типов 
искажений будет равно 

2
d . Тогда число ва-

риантов искажений 1 → 0 среди r единич-

ных разрядов будет равняться 2
d

rC . В свою 
очередь, число вариантов искажений 0 → 1 
среди оставшихся m-r-разрядов, равных 

нулю, будет вычисляться как 2


d

m rC . Другими 
словами, в группе r для кратности d будет 

2 2


d d
r
m r m rC C C  необнаруживаемых ошибок.
Исходя из вышеизложенных рассужде-

ний, общее число необнаруживаемых ис-
кажений информационных векторов кодов 
Бергера можно рассчитать по формуле:

Рис. 2. Необнаруживаемые ошибки:
а – в коде S (7,4); б – в коде H (7,4)

а) б)

0 1 0 0  0 0 1

0 0 1 0   0 0 1

0 1 0 0  1 0 1

1 0 1 0   1 0 1

ТАБЛИЦА 1. Коды S (7,4) и H (7,4)

Информационные разряды S (n, m)-код H (n, m)-код
x1 x2 x3 x4 y1 y2 y3 y1 y2 y3

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 1 1 1 1

0 0 1 0 0 0 1 0 1 1

0 0 1 1 0 1 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 1 1 0 1

0 1 0 1 0 1 0 0 1 0

0 1 1 0 0 1 0 1 1 0

0 1 1 1 0 1 1 0 0 1

1 0 0 0 0 0 1 1 1 0

1 0 0 1 0 1 0 0 0 1

1 0 1 0 0 1 0 1 0 1

1 0 1 1 0 1 1 0 1 0

1 1 0 0 0 1 0 0 1 1

1 1 0 1 0 1 1 1 0 0

1 1 1 0 0 1 1 0 0 0

1 1 1 1 1 0 0 1 1 1

 2 ,2, 1 , 1
2 2

1 1 2
,

 


  

 
    

 
  

d dr m rm m m m
r

r m r m r
r r d

N N C C C   (1)

где d = 2, 4, …, 2r, если 2r ≤ m, m – 1 (где m – 
четное и нечетное соответственно) – четное 
число; d = 2, 4, …, 2 (m – r), если 2 (m – r) ≤ m, 
m – 1 – нечетное число.

Отметим также, что в работе [7] предло-
жена аналогичная формула подсчета числа 
необнаруживаемых ошибок в информаци-
онных разрядах кодов Бергера с той лишь 
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разницей, что сначала производится подсчет 
ошибок кратности d = 2 во всех группах ин-
формационных векторов, затем d = 4 и т. д., 
до максимально возможной кратности d = m 
либо d = m – 1 (соответственно для четных 
и нечетных m), а затем суммируются полу-
ченные числа.

В отличие от кодов Бергера, для кодов 
Хэмминга распределение информационных 
векторов на группы является равномерным 
(табл. 3).

Исследования кодов Хэмминга при уве-
личении длины информационного вектора 
показывают сохранение тенденции равно-
мерного распределения информационных 
векторов на группы по контрольным векто-
рам. Поскольку число контрольных векто-
ров равно 2k, то в каждой группе размеща-
ется по 2m–k информационных векторов. Они 
могут переходить друг в друга (2m–k – 1)-м 
способом. В каждой группе 2m–k (2m–k – 1) 
таких переходов. Умножая эту величину

ТАБЛИЦА 2. Задание кода S (7,4)

Веса групп

r

0 1 2 3 4

Двоичные номера групп

000 001 010 011 100

Информационные
векторы

0000 0001 0011 0111 1111

0010 0101 1011

0100 0110 1101

1000 1001 1110

1010

1100

Число информационных 
векторов 1 4 6 4 1

Число необнаруживаемых 
искажений в группе 0 12 30 12 0

ТАБЛИЦА 3. Задание кода H (7,4)

Веса групп

r

0 1 2 3 4 5 6 7

Двоичные номера групп

000 001 010 011 100 101 110 111

Информационные
векторы

0000 0111 0101 0010 0011 0100 0110 0001

1110 1001 1011 1100 1101 1010 1000 1111

Число информационных 
векторов 2 2 2 2 2 2 2 2

Число необнаруживаемых 
искажений в группе 2 2 2 2 2 2 2 2
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на количество контрольных групп, прихо-
дим к формуле расчета числа необнаружи-
ваемых искажений информационных раз-
рядов для кодов Хэмминга:

  2 2 1 . m m k
mN  (2)

Коды S (7,4) и H (7,4) имеют одинаковое 
число контрольных разрядов k = 3, однако 
из-за различного распределения информа-
ционных векторов на группы контрольных 
векторов обнаруживают различное количе-
ство ошибок в информационных векторах. 
Код S (7,4) не обнаруживает 54 ошибки в 
информационных разрядах (это 48 двукрат-
ных искажений и 6 четырехкратных), а код 
H (7,4) – 16 ошибок в информационных 
разрядах (все эти ошибки имеют кратности 
d = 3). В табл. 4 приводятся числа необна-
руживаемых искажений в информационных 
разрядах кодов Бергера и Хэмминга при раз-
личных значениях m.

Анализ таблицы 4 показывает более вы-
сокую способность к обнаружению ошибок 
в информационных векторах у кодов Хэм-
минга в сравнении с кодами Бергера. Как 
показано в [8], это связано с распределени-
ем информационных векторов на группы 
контрольных векторов.

Теорема 1. Минимальное общее число не-
обнаруживаемых ошибок информационных 
разрядов имеет код с равномерным разме-
щением информационных векторов в груп-
пах контрольных векторов, причем каждая 
группа содержит ровно по 2m–k элементов.

Исходя из теоремы 1, код Хэмминга яв-
ляется оптимальным по обнаружению оши-
бок в информационных разрядах. Однако он 
не оптимален по избыточности. Сравнивая 
коды Бергера и Хэмминга, отмечаем, что при 
некоторых m коды Бергера имеют на один 
контрольный разряд меньше, нежели коды 
Хэмминга (см. табл. 4).

В табл. 4, в столбце αm приведено отно-
шение числа необнаруживаемых ошибок в 
S (n, m)-кодах к числу необнаруживаемых 

ошибок в H (n, m)-кодах: 
 
 

.  m
m

m

N S
N H

Проанализируем величину αm. На проме-
жутках m  {4; 7} и m  {8; 15} с увеличени-
ем m происходит уменьшение величины αm. 
Число контрольных разрядов в кодах Бергера 
остается неизменным (k = 3 и k = 4 соответ-
ственно), а для кодов Хэмминга при m = 5 
и m = 12 увеличивается на 1 в сравнении с 
кодами Бергера. Этого, однако, недостаточ-
но, чтобы повлиять на характер изменения 
αm: в первом случае происходит уменьшение 
αm от 3,375 до 1,721, а во втором – от 3,285 
до 2,312. Иначе обстоит дело при k = 5 для 
кодов Бергера (данный промежуток состоит 
из двух участков m  {16; 26} и m  {27; 
31} – на первом из них у кодов Хэмминга 
k = 5, на втором k = 6). При одинаковых 
k для кодов Хэмминга и Бергера происходит 
уменьшение αm от 4,48 до 3,524. При m = 27 
число контрольных разрядов в кодах Хэм-
минга увеличивается на 1, что влияет на чис-
ло необнаруживаемых ошибок; αm, в свою 
очередь, увеличивается почти вдвое и с даль-
нейшим увеличением m до 31 уменьшается 
от 6,917 до 6,459. Из табл. 4 следует, что при 
одинаковых m коды Хэмминга имеют более 
высокую обнаруживающую способность, 
чем коды Бергера.

Под обнаруживающей способностью 
кода в дальнейшем будем понимать отно-
шение числа необнаруживаемых искажений 
информационных разрядов к общему числу 
искажений информационных разрядов:

 .  m
m

N
N

 (3)

Рассчитанные значения величин γm для 
различных кодов Хэмминга и Бергера пред-
ставлены в табл. 4. Зависимость обнаружи-
вающей способности кодов от длины ин-
формационного вектора m представлена на 
рис. 3.

В последних двух столбцах табл. 4 при-
водится еще один параметр – коэффициент 
эффективности кода ξm – отношение числа 
необнаруживаемых ошибок в коде с равно-
мерным распределением информационных 
векторов на группы контрольных векторов 
при данном k к общему числу искажений
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ТАБЛИЦА 4. Необнаруживаемые ошибки в кодах Бергера и Хэмминга

m
k Nm

Общее
число

искажений,
N

αm

γm

Коэффици-
ент эффек-
тивности, ξm

S
(n, m) 

H
(n, m) 

S
(n, m) 

H
(n, m) 

S
(n, m) 

H
(n, m) 

S
(n, m) 

H
(n, m) 

3 2 3 12 8 56 1,5 0,214 0,143 0,667 1

4 3 3 54 16 240 3,375 0,225 0,067 0,296 1

5 3 4 220 32 992 2,292 0,222 0,032 0,436 1

6 3 4 860 192 4032 1,92 0,213 0,048 0,521 1

7 3 4 3304 896 16 256 1,721 0,203 0,055 0,581 1

8 4 4 12 614 3840 65 280 3,285 0,193 0,059 0,304 1

9 4 4 48 108 15 872 261 632 3,031 0,184 0,061 0,33 1

10 4 4 183 732 64 512 1047 552 2,848 0,175 0,062 0,351 1

11 4 4 703 384 260 096 4192 256 2,704 0,168 0,062 0,37 1

12 4 5 2700 060 520 192 16 773 120 2,585 0,161 0,031 0,387 1

13 4 5 10 392 408 2088 960 67 100 672 2,483 0,155 0,031 0,403 1

14 4 5 40 100 216 8372 224 268 419 072 2,392 0,149 0,031 0,418 1

15 4 5 155 084 752 33 521 664 1073 709 056 2,312 0,144 0,031 0,433 1

16 5 5 601 014 854 134 152 192 4294 901 760 4,48 0,14 0,031 0,223 1

17 5 5 2333 475 148 536 739 840 17 179 738 112 4,347 0,136 0,031 0,23 1

18 5 5 9074 873 156 2147 221 504 68 719 214 592 4,226 0,132 0,031 0,237 1

19 5 5 35 344 739 512 8589 410 304 2,74877∙1011 4,115 0,129 0,031 0,243 1

20 5 5 1,37845∙1011 34 358 689 792 1,09951∙1012 4,012 0,125 0,031 0,249 1

21 5 5 5,38256∙1011 1,37437∙1011 4,39804∙1012 3,916 0,122 0,031 0,255 1

22 5 5 2,10409∙1012 5,49752∙1011 1,75922∙1013 3,827 0,12 0,031 0,261 1

23 5 5 8,23342∙1012 2,19901∙1012 7,03687∙1013 3,744 0,117 0,031 0,267 1

24 5 5 3,22476∙1013 8,79608∙1012 2,81475∙1014 3,666 0,115 0,031 0,273 1

25 5 5 1,26411∙1014 3,51843∙1013 1,1259∙1015 3,593 0,112 0,031 0,278 1

26 5 5 4,95918∙1014 1,40737∙1014 4,5036∙1015 3,524 0,11 0,031 0,284 1

27 5 6 1,94694∙1015 2,81475∙1014 1,80144∙1016 6,917 0,108 0,016 0,289 1

28 5 6 7,64869∙1015 1,1259∙1015 7,20576∙1016 6,793 0,106 0,016 0,294 1

29 5 6 3,00673∙1016 4,5036∙1015 2,8823∙1017 6,676 0,104 0,016 0,3 1

30 5 6 1,18265∙1017 1,80144∙1016 1,15292∙1018 6,565 0,103 0,016 0,305 1

31 5 6 4,65428∙1017 7,20576∙1016 4,61169∙1018 6,459 0,101 0,016 0,31 1
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в информационных разрядах рассматрива-
емого кода [8]:

 
min

.  m
m

m

N
N

 (4)

Код Хэмминга является оптимальным в 
своем классе и имеет постоянную величину 
ξm = 1, тогда как у кода Бергера ξm является 
переменной величиной, имеющей некото-
рую закономерность: эффективность кодов 
Бергера снижается при увеличении длины 
контрольного вектора k, а для кодов с посто-
янным значением числа контрольных разря-
дов k происходит увеличение коэффициента 
эффективности от кода с числом информа-
ционных разрядов m = 2k–1 к коду с числом 

информационных разрядов m = 2k – 1. Напри-
мер, при k = 3 код с m = 4 обладает наимень-
шей эффективностью, а код с m = 7 – наи-
большей. Графики на рис. 4 иллюстрируют 
данные свойства кодов Хэмминга и Бергера.

2 Сравнение кодов Бергера
 и Хэмминга по способности
 к обнаружению ошибок
 в информационных разрядах

В [7] доказано следующее замечательное 
свойство, характерное для кодов Бергера.

Теорема 2. Доля необнаруживаемых оши-
бок информационных разрядов кратности d 

Рис. 3. Динамика изменения величины γm в зависимости от m
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Рис. 4. Зависимость ξ от m
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ТАБЛИЦА 6. Значения βd для некоторых кодов Хэмминга

Код
Кратность ошибок, d

3 4 5 6 7 8 9 10

H (6,3) 1

H (7,4) 0,25 0

H (9,5) 0,1 0 0

H (10,6) 0,1 0,06667 0 0

H (11,7) 0,05714 0,08571 0,09524 0 0

H (12,8) 0,08929 0,07143 0,03571 0,07143 0,125 0

H (13,9) 0,08333 0,07143 0,04762 0,07143 0,08333 0 0

H (14,10) 0,08333 0,07143 0,04762 0,07143 0,08333 0 0 1

H (15,11) 0,07879 0,07576 0,05411 0,05844 0,0697 0,06061 0,05455 0,09091

ТАБЛИЦА 5. Значения βd для кодов Бергера при различных d

d 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 … 100

βd 0,5 0,375 0,3125 0,27344 0,24609 0,22559 0,20947 0,19638 0,18547 0,1762 … 0,07959

от общего числа ошибок информационных 
разрядов данной кратности не зависит от 
числа информационных разрядов и является 
постоянной величиной:

 22 . 
d

d
d dC   (5)

Авторами настоящей статьи эксперимен-
тально показано, что условие теоремы вы-
полняется и для ряда модульных кодов с сум-
мированием, также используемых при орга-
низации схем функционального контроля [9].

Следствие из теоремы 2. Величина βd – 
это отношение необнаруживаемых ошибок 
кратности d (Nm

d  ) к общему числу ошибок 
данной кратности, т. е. к величине 2mCm

d. 
Иными словами,

22 ,
2


dd

dm
dm d

m

N C
C

откуда следует, что число необнаруживае-
мых ошибок в кодах Бергера также можно 
вычислить по формуле:

 
,( 1) ,( 1)

2

2 2
2 .

 


 
  

dm m m m
d m d d

m m m d
d d

N N C C   (6)

В табл. 5 представлены рассчитанные 
значения величины βd для кодов Бергера 
при различных кратностях необнаружива-
емых искажений информационных векто-
ров.

По табл. 5 видно, что с увеличением крат-
ности величина βd приближается к нулю.

Условие теоремы 2 не выполняется для 
кодов Хэмминга, что мы показали экспери-
ментальными расчетами (табл. 6).

Сравнивая между собой величины βd для 
H (n, m)-кодов и для S (n, m)-кодов, заметим, 
что для любого из кодов Хэмминга доля не-
обнаруживаемых ошибок четной кратности 
d меньше, чем данный показатель при том 
же d для любого кода Бергера. Так, к приме-
ру, для всех кодов Бергера β6 = 0,3125, тогда 
как для кодов Хэмминга данная величина не 
превышает 0,07143 (в 4,375 раза меньше, 
чем у кодов Бергера).

Код Хэмминга обладает таким свойством.
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Теорема 3. При постоянном k > 5 доля 
необнаруживаемых ошибок в информаци-
онных разрядах от общего числа ошибок 
информационных разрядов в кодах Хэммин-
га постоянна:

 2 .  k
m   (7)

Величина m вычисляется по формуле (3): 
в знаменателе ее представлено общее число 
необнаруживаемых ошибок информацион-
ных разрядов, а это количество переходов 
каждого информационного вектора в каж-
дый – 2m (2m – 1), в числителе же – число не-
обнаруживаемых ошибок (см. формулу (2)). 
Тогда для кодов Хэмминга m вычисляется 
так:

 2 (2 1) 2 1.
2 (2 1) 2 1

  
   

 

m m k m k
m

m m m m
N
N

  (8)

Для доказательства утверждения теоре-
мы 3 необходимо вычислить предел выра-
жения (8):

 

2 1lim lim
2 1

2 2 11
2 2 2 2lim lim
2 1 2 1

2 2



 

 


  



 
  




m k

m mm m

m m

k k m m

m mm m

m m
  

(9)

1 1
2 2lim 2 .11

2






 



k m k

m
m

График изменения величины m (рис. 5) 
и многочисленные расчеты подтверждают 
данное свойство.

Сравнивая табл. 5 и 6, отмечаем, что H (n, 
m)-код не имеет необнаруживаемых искаже-
ний информационных разрядов кратностей
d  2, а большинство H (n, m)-кодов – также 
и необнаруживаемых искажений кратностей
d  m – 1. Однако, в отличие от кодов Бергера, 
где в классе необнаруживаемых присутству-
ют только некоторые искажения четных крат-
ностей, коды Хэмминга не обнаруживают 
часть искажений кратностей d  [3; m – 2].
В общем случае коды Хэмминга имеют при-
оритет по обнаруживающей способности. 
К примеру, код S (14,10) не обнаруживает 
183 732 ошибки в информационных век-
торах, что в 2,848 раза больше, чем код H 
(14,10), не обнаруживающий 64 512 искаже-
ний информационных векторов. С другой 
стороны, коды Бергера и Хэмминга при оди-
наковой длине информационных векторов 
могут иметь различное число контрольных 
разрядов (k и k + 1 соответственно), что вли-
яет на сложность контрольной аппаратуры 
системы функционального диагностирова-
ния (см. рис. 1).

Рис. 5. Зависимость m от m
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Вообще, с увеличением числа k диапа-
зон сравнимых между собой кодов Бергера 
и Хэмминга (таких кодов, которые имеют 
одинаковые длины контрольных векторов) 
увеличивается (табл. 7). Так, при k = 3 мож-
но сравнить между собой только коды S (7,4) 
и H (7,4), рассмотренные во втором разде-
ле статьи (см. табл. 2 и 3). С увеличением k 
диапазон длин информационных векторов 
экспоненциально расширяется (рис. 6). Для 
кодов с k = 10 существует 502 сравнимых 
кода Бергера и Хэмминга.

С практической точки зрения сравнимые 
между собой коды Бергера и Хэмминга по-
зволяют установить критерии применимости 
каждого из вариантов кодирования при по-
строении схем функционального контроля 

исходя из свойств контролируемой комби-
национной схемы f (x). Чем больше значение 
m, тем большей степенью свободы выбора 
оптимального кода с необходимым количе-
ством контрольных разрядов обладает раз-
работчик.

Отметим еще одно свойство, которое про-
слеживается по графикам рис. 3.

Теорема 4. Доля необнаруживаемых оши-
бок информационных разрядов от общего 
числа ошибок информационных разрядов в 
кодах Бергера и Хэмминга с увеличением m 
уменьшается и при m  стремится к нулю.

Для кодов Бергера теорема 4 доказана в 
[10]; для кодов Хэмминга доказательство 
тривиально и непосредственно следует из 
теоремы 3.

ТАБЛИЦА 7. Диапазоны сравнимых кодов Хэмминга и Бергера, совпадающие по длине

k m Диапазон совпадающих значений m

3 4 1

4 8–11 4

5 16–26 11

6 32–57 26

7 64–120 57

8 128–247 120

9 256–502 247

10 512–1013 502

11 1024–2037 1013

12 2048–4084 2036

13 4096–8179 4083

14 8192–16 370 8178

15 16 384–32 753 16 369

16 32 768–65 520 32 752

17 65 536–131 055 65 519

18 131 072–262 126 131 054

19 262 144–524 269 262 125

20 524 288–1048 556 524 268
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3 Некоторые свойства кодов Бергера
 и Хэмминга

В [7] установлены некоторые свойства 
кодов Бергера по обнаружению ошибок в 
схемах функционального контроля, а имен-
но кодов с длинами информационных век-
торов, различающихся на единицу (кодов 
с m и m + 1 информационным разрядом). 
Обобщим здесь данные свойства на случай 
различия длин информационных разрядов 
сравниваемых кодов на величину i, т. е. 
коды S (n, m) и S (n′, m + i). Здесь n′ – число 
разрядов в коде с m + i информационными 
разрядами.

Используя выражение (6), запишем от-
ношение числа необнаруживаемых ошибок 
кратности d в коде S (n′, m + i) к той же 
величине в коде S (n, m):
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Рис. 6. Зависимость изменения числа сравнимых кодов от k

Будем увеличивать число m, в предель-
ном случае получим:
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 (11)

Выражение (11) есть доказательство ни-
жеприведенного свойства кодов Бергера.

Свойство 1. При m → ∞ число необнару-
живаемых ошибок кратности d у кода S (n′, 
m + i) по сравнению с кодом S (n, m) увеличи-
вается в 2i раз для любого d.

В частности, при рассмотрении двух ко-
дов Бергера с длинами информационных 
векторов, равными m и m + 1 соответствен-
но, имеем:
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Формулы (12) и (13) следуют непосред-
ственно из формул (10) и (11).

Подобным свойством не обладают коды 
Хэмминга, однако для них нетрудно уста-
новить зависимости между общим числом 
необнаруживаемых ошибок в кодах с m и 
m + i информационными разрядами. Так, 
для кодов H (n, m) и H (n′, m+i) с использо-
ванием выражения (2), записываем:
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В формуле (14) k – число контрольных 
разрядов кода H (n, m), а t – число, на которое 
увеличивается контрольный вектор в коде H 
(n′, m+i) при увеличении m на величину i.

Устремляя m к ∞, получаем:
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Свойство 2. Отношение числа необнару-
живаемых ошибок для кодов Хэмминга с m 
и m + i информационными разрядами и k и 
k + t контрольными разрядами стремится 
к 22i–t при m → ∞.

В частности, свойство 2 для двух кодов 
с числом информационных разрядов, раз-
личающимся на единицу, принимает следу-
ющий вид.

Если число контрольных разрядов не из-
менилось, имеем:

 

1

1

lim

2 1lim 2
2 1

2 1
2 22 lim
2 1
2 2

12
22 lim 4.11
2



 



 

 



 







 


  




 




 



mm
m k

m km

m k

m k m k

m km

m k m k

m k

m
m k

  (16)

Если число контрольных разрядов увели-
чилось на единицу, справедливо:
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Для кода Бергера экспериментальными 
рас четами частично подтверждено свой-
ство 2.

Свойство 3. Отношение числа необна-
руживаемых ошибок для кодов Бергера с 
m и m + i информационными разрядами не 
зависит от числа контрольных разрядов k 
и стремится к 22i при m → ∞.

Свойства 2 и 3 определяют одинаковые 
характеристики кодов Бергера и Хэмминга. 
Сравнивая данные коды по критерию обна-
ружения ошибок в кодах с m и m + i инфор-
мационными разрядами, отмечаем их иден-
тичность при t = 0 для кодов Хэмминга: для 
обоих классов кодов справедливо значение 
δm = 22i.

Проанализируем общее число искажений 
в кодах Бергера и Хэмминга. Обозначим как 
εm отношение ошибок в информационных 
векторах кодов с m + i информационным 
разрядом в сравнении с кодом с m инфор-
мационными разрядами. Для любых разде-
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лимых кодов величина εm одинакова, так как 
не зависит от числа контрольных разрядов:
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Возьмем предел εm при m → ∞:
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Из (19) следует, что для разделимых ко-
дов, в частности для кодов Бергера и Хэм-
минга, справедливо такое свойство:

Свойство 4. В коде с m + i информацион-
ными разрядами по сравнению с кодом с m 
информационными разрядами общее число 
ошибок увеличивается в 4i раз при m → ∞.

Для кодов, длины информационных век-
торов которых различаются на единицу, ве-
личина εm = 4.

Сравнивая между собой свойства 2, 3 и 
4, отметим следующую закономерность, 
присущую обоим классам кодов.

Свойство 5. При m → ∞ общее число необ-
наруживаемых ошибок у кода с m + i инфор-
мационными разрядами по сравнению с кодом 
с m информационными разрядами увеличива-
ется во столько же раз, во сколько увеличи-
вается и общее число ошибок в данных кодах.

Заключение

Приведенные здесь свойства кодов Берге-
ра и Хэмминга на практике позволяют разра-
ботчику систем функционального контроля 
делать выбор в пользу более оптимального 

технического решения в зависимости от до-
пустимых кратностей возникающих искаже-
ний на выходах контролируемого логическо-
го устройства. Последнее условие опреде-
ляется внутренней структурой блока f (x) в 
системе функционального контроля. Воз-
можность учета ошибок определенной крат-
ности имеется, если есть возможность поста-
новки эксперимента с блоком f (x) подобно 
тому, как это сделано авторами работы [11].

Коды Бергера можно эффективно исполь-
зовать в схемах с независимыми и монотон-
но независимыми выходами, где возможны 
лишь однонаправленные искажения [12]. 
Коды Хэмминга имеют приложение в слу-
чае, когда невозможны ошибки больших 
кратностей d  3.

Изложенные на страницах данной работы 
свойства кодов Бергера и Хэмминга являют-
ся расширением теории функционального 
контроля логических устройств без памяти. 
Вместе с результатами работ [13–15] они по-
зволяют сформировать полные каталоги ха-
рактеристик помехоустойчивых кодов, при-
меняемых при синтезе контролепригодных 
логических устройств.
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ТЕОРЕТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ ГЕОЭКОЗАЩИТЫ НА ТРАНСПОРТЕ С УЧЕТОМ 
ПОНИЖЕНИЯ СВОБОДНОЙ ЭНЕРГИИ ГИББСА ПРИ ДЕТОКСИКАЦИИ

Предложены пути обнаружения геоэкозащитных свойств минеральных веществ, которые по-
зволяют им участвовать в детоксикации литосферы в виде минеральных геоантидотов. Просле-
живаются параметры, при соблюдении которых возможно проявление детоксикационных свойств 
от ионов тяжелых металлов при загрязнении литосферы, в том числе и на транспорте.

минеральный геоантидот, вяжущие, детоксикация, термодинамика, гидратационная активность.

Введение

Одной из фундаментальных основ геоэко-
защиты на транспорте является геоэкохимия, 
которая определена нами в [1] как наука о 
веществах и их превращениях для сбере-
жения литосферы в ее естественном состо-

янии, способствующем сохранению живой 
природы; ее «введение» в науку состоялось 
на кафедре «Инженерная химия и естествоз-
нание» ПГУПС, где сбережение литосферы 
от загрязнений, в том числе на транспорте, 
рассматривается как возможное по крайней 
мере двумя путями – используя превентив-




