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АНАЛИЗ СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ 
НЕРОВНОСТЕЙ РЕЛЬСОВЫХ НИТЕЙ

На движение рельсовых экипажей оказывает сильное влияние внешнее возмущение. Таким 
возмущением являются геометрические неровности рельсовых нитей. В предыдущих работах 
не было уделено достаточного внимания корреляционной взаимосвязи между горизонтальными 
и вертикальными возмущениями рельсовых нитей. В  данной работе показана эта взаимосвязь, а 
также уточнены характеристики возмущений.

В качестве возмущений рассмотрен четырехмерный случайный процесс вертикальных и гори-
зонтальных геометрических неровностей рельсовых нитей. Был проведен корреляционно-спек-
тральный анализ этого возмущения с последующей аппроксимацией графиков корреляционных 
функций и спектральных плотностей аналитическими выражениями.

Используя полученные аналитические выражения, можно будет в дальнейшем решать задачи 
генерации геометрических неровностей во временной области для исследования колебаний рель-
совых экипажей с нелинейными характеристиками рессорного подвешивания.

геометрические неровности рельсов; корреляционный и спектральный анализ.

Введение

Для исследования колебаний рельсовых 
экипажей и решения задач по выбору схемы 
и параметров их рессорного подвешивания 
необходимо учитывать внешние возмуще-
ния. Такими возмущениями, вызывающими 
колебания рельсовых экипажей, являются ге-
ометрические неровности рельсовых нитей. 
Изучению характеристик этих неровностей 
посвящен ряд работ [1] – [4]. В работе [3] 
приведены характеристики четырехмерно-
го случайного процесса возмущений в виде 
реализаций вертикальных η zл, п и горизон-
тальных η yл, п неровностей левого и правого 
рельсов. Однако эти реализации имели ма-
лую длительность и были получены с боль-
шим шагом дискретизации. В результате 
этого в составе корреляционных функций и 
спектральных плотностей исследуемых слу-
чайных процессов было выявлено только по 
одному максимуму.

В настоящей работе приведены результаты 
обработки реализаций случайных процессов 
вертикальных и горизонтальных неровностей 
левой и правой рельсовых нитей, получен-
ных на Октябрьской и Куйбышевской же-
лезных дорогах интегрированием ускорений 
масс, контактирующих с рельсовыми нитями 
[4]. Замеры выполнялись на участках пути 
длиной 1 км с шагом дискретизации ∆x =  
= 0,185 м, что соответствует шагу по времени 
∆t = 0,185 с при скорости движения 1 м/с. 
При таком шаге дискретизации было полу-
чено N = 5400 замеров.

1	 Корреляционный анализ

Такой объем выборок N исследуемых слу-
чайных процессов ( ),z y x vtη =л,п  (рис. 1) позво-
лил выполнить вычисление корреляционных 
функций , ( )z yR τл,п  и функций спектральных 
плотностей ( ) ( ), ,2z y z yG f f=л,п л,пФ  непосред-
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ственно по реализациям с использованием 
следующих формул:

	

( ) ( )

( )
( )

( )
0

1

;

iu

N l t

iu iu
l t

R l t
N s t

i t i l t

η

− ∆

∆ =

τ = ∆ = ×
− ∆

× η ∆ η + ∆  ∑
з

ш

з

ш ш

	 (1)

	
( )

( ) ( )

2

2 2 ; 2 ; ;

iu

i u

G r f

x r f t x r f t
t

η π∆ =

= π∆ ⋅ π∆p p
p

	 (2)

	
( )

( ) ( )
1

0

2 ;

exp 2 ;

i

N

i
i

x r f t

t i t j fr t
−

=

π∆ =

= ∆ η ∆ − π∆ ∆∑

р

ш

	 (3)

	
( )

( ) ( )
1

0

2 ;

exp 2 ,

u

N

u
i

x r f t

t i t j fr t
−

=

π∆ =

= ∆ η ∆ − π∆ ∆∑

р

ш

	 (4)

где ( ), 2i uG r fη ω = π∆    –  «односторонняя» 
спектральная плотность, определенная в ди-
апазоне частот 0 < f < ∞, а Фηi,u (ω) – «двух-

Рис. 1. Реализации случайных процессов неровностей рельсов: горизонтальная левого (а) 
и правого (б) рельсов; вертикальная левого (в) и правого (г) рельсов
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сторонняя» спектральная плотность, опре-
деленная в диапазоне частот –∞ < ω < ∞.

В этих выражениях обозначены: iш – но-
мер шага временной дискретизации случай-
ного процесса; l – сдвиг между вычисляе-
мыми значениями корреляционной функции 
(l = 0, 1, 2, …, s);  s – максимальное значение 
сдвига (s = 0,1÷0,25 Nр); ∆t – шаг временной 
дискретизации случайных процессов; r – но-
мер шага по частоте (r = 0, 1, 2, ... mf = fвч/Δf  ); 
∆f – шаг по частоте (в пакете Матлаб выби-
рается автоматически по алгоритму быстро-
го преобразования Фурье в зависимости от 
величины Nр.

Чтобы избавиться от ошибок взаимного 
влияния отдельных значений G (r∆f ) и полу-
чить эффективную оценку истинной спек-
тральной плотности, выполняют сглажива-
ние ее вычисленных значений. В настоящей 
работе с этой целью был использован алго-
ритм Хана:
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При i = u – вычисляются автокорреля-
ционные функции Rηi (τ) или Rηu (τ) и спек-
тральные плотности Gηi ( f ) или Gηu (f ), а при 
i u≠  – взаимные корреляционные функции 
Rηiu (τ) и взаимные спектральные плотности 

( ) ( )0,5iu iuj G jη ηω = ωФ , где ω = 2πf.
Результаты вычисления автокорреляцион-

ных функций (рис. 2) свидетельствуют о том, 

Рис. 2. Автокорреляционные функции неровностей пути:
левого рельса горизонтальная (а) и вертикальная (б); правого рельса горизонтальная (в) 

и вертикальная (г); 1 – экспериментальные; 2 – по аналитическому выражению
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Рис. 3. Взаимные корреляционные функции между неровностями 
левой и правой рельсовых нитей: 

а – левая вертикальная и горизонтальная; б – правая вертикальная и горизонтальная; в – правая 
вертикальная и левая горизонтальная; г – левая вертикальная и правая горизонтальная; 

1 – экспериментальные; 2 – по аналитическому выражению

что в их состав входит несколько затухаю-
щих периодических слагаемых. Из этого ри-
сунка видно, что автокорреляционные функ-
ции являются четными, т. е. Rη (τ) = Rη (–τ). 
Их максимум, равный дисперсии S 2η, соот-
ветствует началу координат.

   Вместе с тем взаимные корреляцион-
ные функции (рис. 3) не являются четными 
Rηi,u (τ) = Rηu,i (–τ). Максимум взаимных кор-
реляционных функций, равный дисперсии 
S2
ηiu = SηiSηu, сдвинут относительно начала 

координат на время τc. Отметим также, что 
для взаимных корреляционных функций 
Rлвпв(τ) и Rлгпг(τ), связывающих вертикаль-
ные и горизонтальные неровности левой и 
правой рельсовых нитей, τc = 0 (рис. 4). Это 
означает, что соответствующие случайные 
процессы ηлi и ηпi слабо коррелированы, 
т. е. статистически независимы, что харак-
терно для пути хорошего состояния. В этом 
случае:

	 ( ) ( ) ( ).i i i iR R Rτ = τ τл п л п 	 (5)

Для решения последующей задачи ге-
нерации четырехмерного случайного про-
цесса неровностей необходимо выполнить 
аналитическую аппроксимацию полученных 
графиков корреляционных функций и спек-
тральных плотностей.

Для взаимных корреляционных функций 
будем использовать аналитическое выраже-
ние:
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соответствующее дифференцируемому слу-
чайному процессу η (x = vt).

В этом выражении обозначены:
ak – доля дисперсии S 2η, приходящаяся на 

k-тую составляющую аналитического выра-
жения ( 1k
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Рис. 4. Взаимные корреляционные функции горизонтальных (а) и вертикальных (б) 
неровностей правой и левой рельсовых нитей: 1 – экспериментальные; 2 – построенные 

по выражениям ( ) ( ) ( )R R Rτ = τ τПГЛГ ПГ ЛГ  и ( ) ( ) ( )R R Rτ = τ τПВЛВ ПВ ЛВ

βk и αk [м
–1] – нормированные по скоро-

сти частота и коэффициент затухания k-той 
затухающей периодической составляющей;

τc – время сдвига максимума взаимной 
корреляционной функции относительно на-
чала координат.

При βk равном нулю в составе (6) будет 
экспоненциальная составляющая. При τc 
равном нулю, как уже говорилось, случай-
ные процессы ηлi и ηлi не коррелированы, т. е. 
статистически независимы. Отметим также, 
что τc = 0 соответствует аналитическому вы-
ражению автокорреляционной функции:

( ) ( ) ( )2 2 2 2exp cos .u k k k
k

R S a v vη ητ = −α τ β τ∑  (7)

2	 Спектральный анализ

Поскольку спектральная плотность слу-
чайного процесса может быть получена как 
преобразование Фурье корреляционной 
функции, аналитическому выражению ав-
токорреляционной функции (7) при τc = 0 
будет соответствовать следующее выраже-
ние спектральной плотности:
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Для взаимной спектральной плотности, 
которая является нечетной функцией, ана-
литическое выражение, соответствующее 
(6), имеет вид:
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где ReФηiu (jω) – вещественная (синфазная) 
составляющая взаимной спектральной плот-
ности.

	 ( ) ( )uRe cos ;i iuj R d
∞

η η
−∞

ω = τ ωτ τ∫Ф 	 (9)

ImФηiu (jω) – мнимая (квадратурная) со-
ставляющая взаимной спектральной плот-
ности:
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ФA
ηiu (ω) – амплитудная составляющая вза-

имной спектральной плотности:
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Фϕ
ηiu (ω) – фазовая составляющая взаим-

ной спектральной плотности:
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Графики спектральных и взаимных спек-
тральных плотностей, построенные по реа-
лизациям случайных процессов ( ),z y x vtη =л,п

 
на основе выражений (2) – (4), также свиде-
тельствуют о том, что в их составе имеется 
несколько слагаемых, обусловленных раз-
личными частотами и формами колебаний в 
системе. Эту особенность взаимных корреля-
ционных функций Rлiпi (τ) можно объяснить 
влиянием колебаний боковой качки, а также 
относа и виляния, формирующих силы в си-
стеме «экипаж – путь».

При этом вещественные составляющие 
взаимных спектральных плотностей являют-
ся симметричными функциями, а их мнимые 
составляющие – кососимметричными.

По взаимной корреляционной функции, 
определяемой аналитическим выражением 
(6), по формулам (8) и (9) были получены 
выражения для вещественной и мнимой со-
ставляющих взаимной спектральной плот-
ности в виде:
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(14)

Параметры аналитических выражений 
корреляционных функций и, соответствен-
но, спектральных плотностей определялись 
следующим образом. Величины S 2η и τc нахо-
дились непосредственно по графикам корре-
ляционных функций; значения βk – по графи-
кам спектральных плотностей. При этом на 
основе графиков, приведенных на рис. 5–9, 
было принято четыре слагаемых с частота-
ми β1 = 0; β2 = 0,125 м–1; β3 = 0,250 м–1 и β4 =  
= 0,500 м–1. Значения же величин ak и αk опре-
делялись методом оптимизации. При этом 
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Рис. 5. Спектральные плотности неровностей левого рельса:
вертикальных (а) и горизонтальных (б); правого рельса: вертикальных (в) и горизонтальных (г); 

1 – экспериментальные; 2 – построенные по аналитическому выражению

Рис. 6. Составляющие взаимной спектральной плотности между левой вертикальной 
и правой горизонтальной неровностями рельсов:

а – вещественная; б – мнимая; в – амплитудная; г – фазовая; 1 – экспериментальные; 
2 – построенные по аналитическим выражениям
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Рис. 7. Составляющие взаимной спектральной плотности между левой вертикальной 
и левой горизонтальной неровностями рельсов:

а – вещественная; б – мнимая; в – амплитудная; г – фазовая; 1 – экспериментальные; 
2 – построенные по аналитическим выражениям

Рис. 8. Составляющие взаимной спектральной плотности между правой вертикальной 
и правой горизонтальной неровностями рельсов: 

а – вещественная; б – мнимая; в – амплитудная; г – фазовая; 1 – экспериментальные; 
2 – построенные по аналитическим выражениям
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в качестве целевой функции была выбрана 
сумма квадратов отклонений расчетных зна-
чений спектральной плотности и веществен-
ной составляющей взаимной спектральной 
плотности, полученных по аналитическим 
выражениям (8) и (13), (14), от соответству-
ющих значений, полученных по эксперимен-
тальным данным:

	 ( ) ( )2 2 .
k
 = ω − ω ∑ р эЦ Ф Ф 	 (15)

Минимум выбранной целевой функции 
находился с помощью алгоритма Нелдера–
Мида [5]. Найденные значения параметров 
аналитических выражений корреляционных 
функций и спектральных плотностей при-
ведены в табл. 1 и 2.

Графики аналитических выражений кор-
реляционных и взаимных корреляционных 
функций, а также спектральных и взаимных 
спектральных плотностей исследуемых про-

цессов, построенные по принятым значени-
ям их параметров, приведены на рис. 2–9 
пунктирными линиями. Как видно из этих 
рисунков, принятые аналитические выраже-
ния с выбранными значениями параметров 
обеспечивают удовлетворительную схо-
димость с экспериментальными данными. 
В них явно выделяются четыре слагаемых 
на принятых значениях частот βk; максиму-
мы спектральных плотностей и составля-
ющих взаимных спектральных плотностей 
расчетных и экспериментальных графиков 
достаточно близки. Максимумы графиков 
взаимных корреляционных функций сдви-
нуты относительно начала координат в точ-
ности на величину τc.

Графики амплитудных составляющих вза-
имных спектральных плотностей, построен-
ные по аналитическим выражениям (8), (13) 
и (14), также имеют четыре максимума на 
принятых частотах βk, а графики фазовых 
составляющих с ростом частоты увеличи-
ваются.

Рис. 9. Составляющие взаимной спектральной плотности между правой вертикальной 
и левой горизонтальной неровностями рельсов:

а – вещественная; б – мнимая; в – амплитудная; г – фазовая; 1 – экспериментальные; 
2 – построенные по аналитическим выражениям
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ТАБЛИЦА 1. Параметры аппроксимирующих выражений для спектральных плотностей 
и корреляционных функций

Наименование
параметра

Номер
составля-

ющей
Флг Фпг Флв Фпв

Величина
дисперсии S 2η, мм 2 __ 6,75 8,28 27,0 26,2

Доля
дисперсии ak

1
2
3
4

0,000
0,150
0,700
0,150

0,000
0,200
0,650
0,150

0,010
0,150
0,700
0,140

0,010
0,200
0,750
0,040

Нормированный
коэффициент
затухания

ak, м
–1 

1
2
3
4

0,000
0,015
0,040
0,021

0,000
0,020
0,040
0,032

0,040
0,010
0,035
0,025

0,040
0,010
0,035
0,021

Нормированная 
частота βk, м

–1

1
2
3
4

0,000
0,125
0,250
0,500

0,000
0,125
0,250
0,500

0,000
0,125
0,250
0,500

0,000
0,125
0,250
0,500

ТАБЛИЦА 2. Параметры аппроксимирующих выражений для взаимных спектральных 
плотностей и корреляционных функций

Наименование
параметра

Номер
составля-

ющей
Флвлг Флвпг Фпвпг Фпвлг

Величина
дисперсии S 2η, мм 2 __ 2,90 2,70 1,8 1,76

Доля
дисперсии ak

1
2
3
4

0,010
0,250
0,600
0,140

0,010
0,200
0,700
0,090

0,010
0,220
0,600
0,170

0,010
0,240
0,650
0,100

Нормированный
коэффициент
затухания

αk, м
–1 

1
2
3
4

0,040
0,021
0,030
0,028

0,040
0,021
0,035
0,035

0,040
0,019
0,035
0,035

0,040
0,021
0,035
0,030

Нормированная 
частота βk, м

–1

1
2
3
4

0,000
0,125
0,250
0,500

0,000
0,125
0,250
0,500

0,000
0,125
0,250
0,500

0,000
0,125
0,250
0,500

Время сдвига Tc, с __ 5,0 4,5 8,0 8,0
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Заключение

Таким образом, в работе представлен 
полный набор характеристик, определяю-
щих особенности многомерных случайных 
процессов возмущений, вызывающих коле-
бания подвижного состава железных дорог, 
в виде вертикальных и горизонтальных не-
ровностей левой и правой рельсовых нитей. 
В состав этих характеристик вошли корре-
ляционные и взаимные корреляционные 
функции, а также спектральные и взаимные 
спектральные плотности.

Аппроксимация этих характеристик ана-
литическими выражениями позволяет в даль-
нейшем выполнять решение задач динамики 
подвижного состава с линеаризованными ха-
рактеристиками рессорного подвешивания в 
частотной области. Кроме того, используя эти 
аналитические выражения, можно выпол-
нять генерацию многомерного случайного 
процесса возмущения во временной области 
для численного решения задач динамики 
подвижного состава с нелинейными харак-
теристиками рессорного подвешивания.

Выводы:
1. Используя полученные статические 

характеристики многомерного случайного 
процесса, описывающего геометрические 
неровности рельсовых нитей, можно более 
точно проводить исследования колебаний 
рельсовых экипажей и выбор параметров 
рессорного подвешивания, генерируя сово-
купности возмущений, а также решать обоб-
щенные задачи анализа динамики рельсовых 
экипажей в частотной области.

2. Корреляционные и взаимные корреля-
ционные функции, а также спектральные и 
взаимные спектральные плотности геоме-
трических неровностей рельсовых нитей 
содержат несколько составляющих.

3. Аналитическая аппроксимация экспе-
риментальных графиков корреляционных 
функций и спектральных плотностей вы-
бранными аналитическими выражениями 
обеспечивает удовлетворительную сходи-
мость.
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