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Петербургский государственный университет путей сообщения
Императора Александра I

ИТЕРАЦИОННЫЙ СПОСОБ РАСЧЕТА АНИЗОТРОПНОЙ БАЛКИ
НА ПРОЧНОСТЬ

Предложено описание методики расчета анизотропных балок на прочность, основанной на 
итерационном способе последовательного удовлетворения условиям равновесия и совместности 
деформаций. На численном примере приведены результаты, и оценена их близость к решению, 
полученному точным аналитическим способом. Определены упругие постоянные анизотропного 
материала в зависимости от направления армирования связующего вещества. Даны характеристи-
ки современного углепластика и очерчена область его применения.

теория упругости, анизотропия, ортотропная балка, метод итераций, напряжения, деформации.

Введение

В работе рассмотрена возможность при-
менения итерационного способа расчета на 
прочность к анизотропным балкам. Рассмо-
трен простейший расчет балка на двух опо-
рах, имеющий точное аналитическое реше-
ние. Приведено сравнение результатов.

1 Закон Гука для анизотропных
 материалов

Считая, как это принято в сопротивлении 
материалов, что при малых деформациях 
зависимость между деформациями и напря-
жениями соответствует линейному закону, 
запишем в общем случае анизотропии обоб-
щенный закон Гука [1]:
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11 12 13

14 15 16

x x y z

yz xz xy

a a a

a a a

ε = σ + σ + σ +

+ τ + τ + τ

 ............................................. (1)

61 62 63

64 65 66 .
xy x y z

yz xz xy

a a a

a a a

γ = σ + σ + σ +

+ τ + τ + τ

Здесь a11, a12…a66 ‒ упругие постоянные 
анизотропного материала. В общем случае 
число различных постоянных равно 21.

В случае плоского напряженного состо-
яния, когда отсутствуют все напряжения на 
площадке с нормалью по оси z и ортогональ-
ные оси x1, y1 повернуты относительно глав-
ных осей x, y на некоторый угол α, зависи-
мость (1) принимает вид:

1 1 1
1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 ;y x
x x y x y

x y x yE E G
τ

ν η
ε = σ − σ + τ

    1 1 2
1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 ;x y
y x y x y

x y x yE E G
τ

ν η
ε = − σ + σ + τ  (2)

1 2
1 1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 ,x y x y x y
x y x yE E G
σ ση η

γ = σ + σ + τ

здесь εх1, εу1  –  относительные удлинения 
(линейные деформации) в направлении 
действия нормальных напряжений; γх1у1 ‒ 
относительный сдвиг (сдвиговая деформа-
ция) или величина изменения прямого угла 
между площадками, на которых действуют 
соответствующие касательные напряжения; 
Eх1, Ey1, Gх1y1 ‒ модули упругости и сдвига со-
ответственно; νi1,  j1, – коэффициенты влияния 
линейной деформации по направлению i1 
на линейную деформацию по направлению 
j1, ηiσ, – коэффициенты влияния линейной 
деформации на сдвиговую деформацию по 
направлению i; ηiτ, – коэффициенты влияния 
сдвиговой деформации на линейную дефор-
мацию по направлению i, при этом соблюда-
ются отношения:

 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1

2 2

1 1 1

; ;

.

y x x y

y x x x y

y x y

E E E G

E G

σ τ

σ τ

ν ν η η
= =

η η
=

 (3)

Приведенные зависимости показывают, 
что в анизотропных материалах нормальные 
напряжения вызывают не только продоль-
ные, но и сдвиговые деформации, а каса-
тельные напряжения могут быть причиной 
не только появления сдвигов, но и продоль-
ных деформаций.

При изучении плоского напряженного 
состояния анизотропной балки часто мож-
но встретиться с такой задачей: известны 
упругие постоянные для некоторой системы 
координат x, y и требуется найти упругие по-
стоянные для новой системы x1, y1, повер-
нутой по отношению к первой на угол α. Для 
ортотропной балки обычно задаются главные 
упругие постоянные, однако может оказаться, 
что пользоваться главной системой координат 
почему-либо неудобно, и придется произво-
дить пересчет упругих постоянных. Модули и 
коэффициенты для новых осей определяются 
по формулам [2]:
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4
2 21
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21 sinsin cos ;

xE E
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⎛ ⎞ν α
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xE

E E G E
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⎡ ⎤⎛ ⎞να α
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2 Выбор актуального материала
 для численных расчетов

В настоящее время углепластики являют-
ся основным классом материалов для вновь 
создаваемых или модернизируемых летатель-
ных аппаратов. Ведущие авиастроительные 
предприятия, такие как «Боинг» и «Эйрбас», 
являются основными покупателями углево-
локон. Фюзеляжи современных самолетов 
состоят более чем на 50 % из композитов. 
Углепластики имеют высокие показатели 
прочности и жесткости. В дальнейших рас-
четах предлагается рассмотреть в качестве 
примера углепластик марки M60J/Epoxy [5], 
который имеет следующие характеристики 
относительно главных направлений, связан-
ных с расположением волокон:

E1 = 33,0·104 МПа – вдоль волокон;
E2 = 0,5886·104 МПа – поперек волокон;
ν1 = 0,32; G12 = 0,3924·104 МПа.

При повороте осей эти упругие постоян-
ные изменяются по (4).

На рис. 1 показаны графики зависимости 
модуля упругости и модуля сдвига от угла 
поворота.

3 Итерационный способ расчета
 анизотропной балки на прочность

Предлагается применить к решению за-
дач исследования напряженного состояния 
анизотропных стержней итерационный ал-
горитм уточнения компонент напряжений. 
Использование итерационного способа рас-
чета НДС для изотропных и многослойных 
балок с целью уточнения значения напря-
жений при учете сдвиговых и поперечных 
деформаций рассматривалось в [3] и [4].

Далее описывается процедура итераци-
онного процесса. Она анализируется на 
конкретном примере.

Рассматривается анизотропная балка дли-
ной L, высотой h и шириной b на двух шар-
нирных опорах (рис. 2), загруженная посто-
янной равномерно распределенной нагрузкой 
интенсивностью q.

Для численных расчетов принимаются 
следующие значения:

L = 3 м; h = 0,6 м; b = 0,1 м;
q = 10 т; α = 30°.

Рис. 1. Полярные диаграммы изменения модулей: а) продольной упругости;
б) сдвига при повороте координатных осей для углепластика M60J/Epoxy
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В поставленной задаче направление оси 
X1 балки и направление главных осей арми-
рования пластика углеродистыми волокнами 
отличаются на угол α = 30°, потому в соот-
ветствии с формулой (4) определено значе-
ние упругих постоянных:

Ex1=16739,0 МПа; Ey1= 6984,7МПа;
Gx1y1= 5131,9 МПа; νx1 = 0,26725;

νy1 = 0,11152; η1σ=1,4993; η2σ= 0,38373.

В данном примере функции изгибающе-

го момента ( ) ( )
2
qxM x L x= −  и продольной 

силы N (x) = 0 известны заранее.
1. Первая итерация.
1.1.  Примем, что деформации εy (x, y) и 

γ (x, y) равны нулю.
1.2. Основываясь на гипотезе плоских 

сечений, деформацию εx задаем в виде:

 0( , ) ( ) ( ) ,x x y x x yε = ε + χ ⋅   (5)

где ε0 (x) и χ (x) – неизвестные функции (ε0 
(x) можно трактовать как продольную дефор-
мацию оси стержня, а χ (x) – как кривизну 
его оси).

1.3. Зная деформации, по линейному зако-
ну Гука для изотропных материалов можно 
перейти к нормальным напряжениям вдоль 
оси х:

 1

1 0

( , ) ( , )
( ( ) ( ) ).

x x x

x

x y E x y
E x x y

σ = ⋅ε =

= ε + χ ⋅
  (6)

1.4. Из условий равновесия находим зна-
чения функций ε0 (x) и χ (x):
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= σ ⋅ =
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⋅

= ⋅

∫

∫

здесь

   (8)

Формула для нормальных напряжений 
теперь выглядит так, как в сопротивлении 
изотропных материалов:

 
1

( )( , ) .x
x

M x yx y
J

⋅
σ =  (9)

1.5. Теперь, зная функцию нормальных 
напряжений, из дифференциального урав-
нения равновесия

 
( , )( , ) 0yxx x yx y

x y
∂τ∂σ

+ =
∂ ∂

 (10)

Рис. 2. Расчетная схема с указанием принятых осей координат
и направлением главных осей армирования

X1

Y1

q = const

α

b

h

L
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можем найти выражение для касательных 
напряжений с точностью до произвольной 
функции τ0 (x):
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( , ) ( )

( ) ( )

( ) ( ).
2
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yx
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∫

∫

Здесь

 (11)

1.6. Зная, что вдоль нижних волокон (y =

2
h

= ) касательные напряжения отсутствуют:
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=
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 (12)

1.7. Аналогично из второго уравнения 
равновесия

 
( , ) ( , )

0y yxx y x y
y x

∂σ ∂τ
+ =

∂ ∂
   (13)

находим значение функции σy с точностью 
до произвольной функции σy0 (x): 
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1.8. Напряжения σy (x, y) вдоль нижних 

волокон (
2
hy = ) отсутствуют:
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 (15)

Нахождением напряжений как функций 
двух переменных заканчивается первый 
цикл итерационного процесса. Этот шаг 
полностью описывает поведение стержня в 
рамках классического сопротивления мате-
риалов.

2. Вторая итерация.
2.1. В начале второго цикла по закону 

Гука (3) для анизотропного тела находим 
функцию деформаций вдоль оси y – εy:

 

1 1

1

2

1 1

( , ) ( , )

1 ( , ) ( , ).

x y
y x

x

y yx
y y

x y x y
E

x y x y
E E

σ

ν
ε = − σ +

η
+ σ + τ

  (16)

2.2. Зная функцию деформации εy (x, y), 
можно найти соответствующую функцию 
перемещения V (x, y), пользуясь уравнением 
связи между деформациями и перемещени-
ями:

 
0

( , )

( , ) ( ),y
h

V x y

x y dy V x

=

= ε ⋅ +∫
  (17)

с точностью до произвольной функции V0 
(x).

2.3. Далее определяем функцию дефор-
мации сдвига по обобщенному закону Гука 
(3):
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2.4. Затем вновь находим функцию про-
дольных деформаций ( , )x x yε :

;xy
W V
y x

∂ ∂
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∂ ∂
2

2 ;xy W V
x y x x
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∫ ∫  (19)

но это уже не та линейная функция, с ко-
торой начинался первый цикл вычислений.

Учитывая, что при малости углов поворо-
та 0 ( ) ( )V x x′′ −χ� , получаем схожую с первым 
циклом задачу определения новых функций 
ε0 (x) и χ (x). Эти функции, также как и в пер-
вом цикле, находятся из условия равновесия.

2.5. Зная деформации, теперь уже по 
обобщенному закону Гука для анизотропных 
тел можно определить нормальные напряже-
ния σx (x, y) во втором цикле:

 1

1 1

( , ) ( , )
( , ) ( , ).

x x x

x y yx

x y x y E
x y x yσ

σ = ε ⋅ +

+ ν ⋅σ − η ⋅τ
   (20)

Дальнейшие процедуры также повторя-
ются.

Результаты численного расчета по пред-
ложенному алгоритму итерационного уточ-
нения напряженного состояния для анизо-
тропных стержней приведены далее.

4 Точное аналитическое решение

Точное аналитическое решение (21) полу-
чено с использованием функции Эри (Airy) 
и приведено в [2]. Нормальные продольные 
и касательные напряжения в сечении опре-
деляются по следующим формулам:
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2 3
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11 11
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5 Сравнение результатов

В таблице приведены значения нормаль-
ных и касательных напряжений в трех точ-
ках по высоте сечения в четверти пролета 

ТАБЛИЦА. Нормальные напряжения (т/м 2)

Сечение
Итерационный способ Аналитический 

методЦикл 1 Цикл 2 Цикл 3
σ τ σ τ σ τ σ τ

Верхняя фибра –1406,25 0 –1058,68 0 –968,49 0 –979,48 0
Центр сечения 0 187,50 –187,41 187,50 –187,41 187,49 –187,41 187,50
Нижняя фибра 1406,25 0 1808,35 0 1718,40 0 1729,12 0
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балки. На рис. 3 определенным двумя раз-
личными способами по численным данным 
построены эпюры напряжений по высоте 
балки в том же сечении. Очевидна сходи-
мость результатов итерационного способа 
к точному решению уже на третьем цикле.

Заключение

1. В среде MathCAD был реализован алго-
ритм расчета анизотропных балок на проч-
ность, основанный на итерационном способе 
последовательного удовлетворения услови-
ям равновесия и совместности деформаций. 
По данному алгоритму решена задача.

2. Та же задача решена точным аналити-
ческим методом.

3. Приведено сравнение напряженного 
состояния конкретной анизотропной балки, 
определенного вышеизложенным способом, 
с аналитическим, полученным с использо-
ванием функции Эри. После трех циклов 
итерации предложенное решение практиче-
ски не отличается от точного, полученного 

методами теории упругости анизотропного 
тела.
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Рис. 3. Эпюры нормальных (а) и касательных (б) напряжений по высоте балки.
1 – первая итерация; 2 – вторая итерация; 3 – третья итерация; 0 – аналитическое решение
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