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КООПЕРАТИВНЫЙ И ЧАСТОТНЫЙ ПОДХОДЫ
К НАЗНАЧЕНИЮ ВЕСА ЗАДАНИЙ ТЕСТА

В работе сравниваются экспертный и частотный методы назначения веса заданий теста с коо-
перативным, рассмотренным авторами ранее [1, 2]. Определен вес Шепли заданий, найдены их 
значения для теста по теме «Интегральное исчисление». Сравнение проводилось по результатам 
тестирования студентов в 2010–2011 гг. Показано, что кооперативный вес является хорошим ори-
ентиром при назначении веса заданий при известной структуре курса и времени на освоении его 
отдельных частей.

тестирование, вес заданий, кооперативные игры, вектор Шепли.

Введение

Тестирование как инструмент измерения 
уровня знаний давно и успешно применяется 
в обучении. За последние годы интерес к нему 
значительно возрос, что вызвано формализа-
цией учебного процесса и развитием компью-
терных средств контроля знаний. Появление 
математических моделей Раша, Бирнбаума 

и др. существенно расширили теорию и дали 
возможность использовать современные мате-
матические модели: теорию параметризации 
педагогических тестов (Item Response Theory) 
[3], статистические игры [4].

Одной из проблем теории тестирования яв-
ляется задача определения веса задания теста 
[3]. В большинстве тестов вес заданий счита-
ется равным, но по мере усложнения структу-
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ры теста и увеличения числа заданий в тесте 
потребность в определении их сложности 
возрастает. Это особенно важно при сравне-
нии результатов учащихся, решавших разные 
тесты, или в тех случаях, когда времени на ре-
шение всех заданий теста недостаточно.

Так как тесты часто проводят по заверше-
нии части или всего курса обучения, вполне 
естественно определить трудность (слож-
ность, вес) задания как время, необходимое 
для подготовки учащегося к его выполнению. 
Если учащийся самостоятельно выбирает по-
следовательность изучаемых разделов (с учё-
том структуры курса и имеющегося у него 
времени), то за вес задания можно принять 
некоторое усреднённое время на подготовку 
к его решению. Такой способ нахождения веса 
характерен для теории игр. Таким образом, 
проблема назначения веса задания педагоги-
ческого теста сводится к проблеме построения 
дележа в некоторой кооперативной игре.

Известны две группы методов назначения 
веса заданий теста: экспертный и частотный. 
В первой группе эксперт (преподаватель, про-
водящий тестирование) назначает вес заданий 
теста, основываясь на собственном опыте. 
Согласно второму методы определения веса 
назначаются по результатам пробного тести-
рования по правилу: чем больше тестируемых 
решило задание, тем меньший вес ему назна-
чается. Однако применить эти методы сложно 
при малом опыте работы с курсом.

В 2010–2011 гг. в ПГУПС проводилось те-
стирование студентов по курсу «Интегральное 
исчисление». Учащиеся выполняли 24 зада-
ния по 9 разделам курса. Обработка итогов те-
стирования показала хорошую устойчивость 
частоты решения простых задач и плохую – 
сложных задач. Показано, что первоначально 
назначенный (экспертный) вес заданий плохо 
согласуется с частотным весом, хотя послед-
ний неплохо согласуется с весом, полученным 
из решения соответствующей кооперативной 
игры. Отдельный интерес представляет вес 
Шепли для редких заданий, так как там ча-
стотный вес оказывается крайне неустойчи-
вым.

Игры с упорядоченным множеством 
игроков

Определение 1. Кооперативная игра [5] 
,IΓ = v  определяется множеством игроков 

{1,2, , }I n= …  и характеристической функ-
цией игры v, ставящей в соответствие каж-
дому подмножеству игроков K I⊆  тот выи-
грыш, который они могут получить, объеди-
нившись в коалицию K.

Определение 2. Дележом кооперативной 
игры ,IΓ = v  называется неотрицательный 
вектор 1 2( , , , )nx x x x= … , удовлетворяющий 
условию коллективной рациональности: x(I) =

( )i
i I

x I
∈

= =∑ v .

Определение 3. Для игрока i∈I в игре Г =
 ,I= v  величина ( ) ( { }) ( )i K K i KΔ = ∪ −v v  
называется вкладом игрока i в коалицию K, 
или приращением выигрыша коалиции K за 
счет игрока i.

Определение 4. Вектором Шепли коопе-
ративной игры ,IΓ = v  называется дележ 

1 2( ) ( ( ), ( ), , ( ))nSh Sh Sh Sh= …v v v v , компонен-
ты которого находятся по следующим фор-
мулам:

( )
( 1)! !( ( { }) ( )),

!

i

K I

Sh
n k k K i K

n⊆

=

− −
= ∪ −∑

v

v v

 | |k K= ; | |n I= , i I∈ . (1)

Хорошо известна следующая вероятност-
ная интерпретация вектора Шепли ( )Sh v . 
Предположим, что игроки из множества I по-
следовательно появляются на некотором месте 
встречи, и каждый вновь прибывший игрок 
i I∈  получает величину его вклада ( )i KΔ  в 
создавшуюся до него коалицию K, тогда ком-
понента ( )iSh v  равна математическому ожи-
данию выигрыша игрока i при равновероят-
ности всех порядков появления игроков на 
общем месте встречи.

Пусть 1 2{ , , , }nA = α α α…  – множество раз-
делов курса обучения, по которым составлен 
некоторый тест. Мы предполагаем, что курс A 
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структурирован и его структура определяется 
двумя функциями ( )S α , aα . Первая из них 

( )S α  определяет множество разделов курса, 
непосредственно предшествующих разделу α. 
Вторая aα  указывает время, необходимое для 
освоения раздела α, если учащийся освоил все 
разделы из множества ( )S α .

Определение 5. Будем говорить, что раздел 
β курса A следует за разделом α, или раздел α 
предшествует разделу β, и записывать α < β , 
если найдутся такие разделы 1 2, , ,α = γ γ …  

kγ = β курса A, для которых выполняются сле-
дующие утверждения: 2 2 3( ), ( ),S Sα ∈ γ γ ∈ γ  

1, ( )k S−γ ∈ β… .
Введённое отношение следования (пред-

шествования) обладает свойством транзитив-
ности, т. е. для любых трёх разделов , , Aα β γ ∈  
верно следующее утверждение: ( ) &α < β

& ( ) ( )β < γ ⇒ α < γ . В дальнейшем мы предпо-
лагаем, что функция непосредственного пред-
шествования ( )S α  такова, что порождённое 
ей отношение следования антирефлексивно на 
множестве разделов A.

Обозначим через ( ) { | }V Aα = β∈ β < α  и 
( ) { | }V Aα = β∈ α < β  – множества из разде-

лов курса, предшествующих разделу α, и раз-
делов, следующих за разделом α, соответ-
ственно, а через [ ] ( )V K V K K= ∪ .

Пример (сумма знаний [1, 2]). Пусть A = 
1 2{ , , , }n= α α α…  – частично упорядоченное 

множество игроков, порожденное отношени-
ем непосредственного предшествования S(α),
а 1 2( , , , )na a a a= …  – неотрицательный век-
тор. Определим характеристическую функ-
цию игры ,AΓ = v  по формуле

 
[ ]

( )
V K

K aα
α∈

= ∑v . (2)

Таким образом, значение ( )Kv  есть время, 
необходимое для изучения разделов из мно-
жества разделов K. Перечислим некоторые 
свойства характеристической функции ( ).Kv

1. Персональность. v(∅) = 0.
2. Монотонность и неотрицательность. 

Для любых двух совокупностей разделов K1 и 
K2 верно следующее утверждение:

1 2 1 2( ) ( )K K K K⊂ ⇒ ≤v v .

3. Ориентация на продвинутые разделы. 
Значение характеристической функции на 
множестве разделов K совпадает с её значени-
ем на множестве максимальных разделов мно-
жества K, т. е. ( ) (max )K K=v v . Иными сло-
вами, время, затраченное на изучение разделов 
из множества K, совпадает со временем, за-
траченным на изучение наиболее «продвину-
тых» разделов из множества K.

Теорема. В кооперативной игре ,AΓ = v  
с частично упорядоченным множеством игро-
ков A и характеристической функцией (1) ком-
поненты вектора Шепли могут быть найдены 
по формуле

 
[ ]

( )
[ ]j

j

V j

a
Sh

Vα
α ∈ α

=
α

∑v , (3)

где α – имя игрока; [ ]V α  – число элементов 

множества [ ] ( ) { }V Vα = β ∪ β .
Теорема была сформулирована в работе 

[2], доказательство ее для древовидного по-
рядка на множестве игроков можно найти в 
работе [3].

Вес задач педагогического теста

Предположим, что по окончании учебного 
курса { }1 2, , , nA = α α α…  учащийся выпол-
няет проверочный тест, составленный таким 
образом, что из каждого раздела в тест входит 
ровно одно задание, поэтому для заданий те-
ста мы будем использовать те же обозначения, 
что и для соответствующих разделов курса 
A. Если тестируемый выполнил задания сово-
купности K теста { }1 2, , , nA = α α α… , то v(K)  
можно интерпретировать как уровень его под-
тверждённых знаний или уровень его подго-
товки к тесту A.

К сожалению, такая оценка уровня знаний 
крайне неустойчива. Во-первых, выполнение 
хотя бы одного задания высокого уровня обес-
печивает тестируемому высокий балл. Однако 
такое решение может появиться или случай-
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но, или как результат несанкционированных 
консультаций. Во-вторых, тестируемый может 
неправильно оценить свои силы и затратить 
всё отведённое время на выполнение наиболее 
сложного задания. В этом случае возможная 
неудача (недостаток времени, нервозная об-
становка, арифметическая ошибка) приведёт 
к тому, что итоговый балл тестируемого будет 
сильно занижен. В-третьих, балл тестируемо-
го мало зависит от числа выполненных им за-
даний, что затрудняет дальнейшее сравнение 
учащихся.

На практике давно и успешно применяется 
аддитивная оценка уровня знаний тестируе-
мого:

 ( )
K

K α
α∈

= ∑w w , (4)

где K – множество заданий теста { 1,A = α
}2 , , nα α… , выполненных тестируемым; 

αw  – вес соответствующих заданий, Aα ∈ . 
В дальнейшем функцию ( )Kw  мы будем на-
зывать весовой функцией теста (изучаемого 
курса). Хорошо известны две группы мето-
дов назначения весов заданий теста.

Экспертный. Обычно экспертом является 
составитель заданий, и он назначает вес, руко-
водствуясь собственным опытом. Возможны 
и более сложные процедуры назначения веса 
заданий с участием нескольких экспертов.

Частотный. Вес заданий назначают лишь 
после проведения теста, причём задание по-
лучает больший вес, если оно решено мень-
шим числом тестируемых. Для расчёта веса 
используют различные математические моде-
ли, в том числе Раша, Бирнбаума и др. [3].

Недостатки обоих методов очевидны. Пер-
вый субъективен и мало применим к построе-
нию тестов по новым курсам. К недостаткам 
второго следует отнести невозможность ука-
зания веса задания до проведения теста и по-
явление большого веса у простых, но непо-
пулярных заданий.

Перечислим свойства веса Шепли w = 
sh( )= v  и покажем, что он является разумным 

весом заданий теста v.

Пусть K – совокупность выполненных за-
даний теста A или совокупность соответству-
ющих разделов курса A. Тогда оценка уровня 
знаний ( )Kw  близка к истинному уровню 
знаний ( )Kv  (является оценкой наименьших 
квадратов с соответствующими коэффициен-
тами).

Весовая функция ( )Kw  аддитивна, поло-
жительна и строго монотонна (если время на 
изучение начальных разделов положитель-
но), т. е.

1 2 1 2( ) ( ) ( )K K K K∪ = +w w w  
при 1 2K K∩ = ∅ ;

1 2K K⊂  ⇒  1 2( ) ( )K K<w w  
при 1K , 2K A⊆ .

Вес (балл) Шепли αw  измеряется в часах, 
связан со временем подготовки к выполнению 
заданию α курса A и его структурой. Вес αw  
задания α – математическое ожидание вре-
мени обучения этому заданию при равнове-
роятности всех программ обучения, или доля 
времени, затраченного строго на изучение 
раздела α.

Вектор веса w  находится в дополнитель-
ном c-ядре *( )C v  и может быть легко постро-
ен по любому курсу A, если известны его 
структура и функция aα.

Примеры расчета веса заданий

Пример 1. Предположим, что изученный 
курс состоит из трех разделов 1 2 3{ , , }A = α α α .
Логическая структура курса A описывается 
функцией непосредственного предшествова-
ния ( )S α , задаваемой равенствами

1 2( ) ( )S Sα = α = ∅; 2 1 2( ) { , }α = α αS .

Таким образом, разделы α1 и α2 являются 
начальными, а освоение раздела α3 возможно 
лишь после освоения двух предыдущих разде-
лов. Обозначим через a1, a2 время, необходи-
мое для освоения соответствующих разделов, 
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а через a3 – время, необходимое для освоения 
третьего раздела, если предыдущие два раз-
дела уже освоены.

Согласно теореме, вес Шепли соответству-
ющих разделов можно найти по формулам 

1 1 2a=w ; 2 2 2a=w ; 3 1 2 32 2a a a= + +w .
Заметим, что вес 3-го раздела оказывается 

больше веса 1-го и 2-го разделов даже в том 
случае, когда время a3, затраченное на освое-
ние раздела α3, равно нулю.

Пример 2. Предположим теперь, что тест, 
составленный по курсу A, содержит k1 заданий 
первого раздела, k2 заданий второго раздела и 
k3 заданий третьего раздела. Составим коопе-
ративную игру «Сумма знаний». В этой игре 
будет 1 2 3k k k+ +  игроков. Внутри каждого 
раздела задания можно считать линейно упо-
рядоченными, причем время освоения каждо-
го нового задания считаем равным нулю. Сле-
довательно, вес заданий каждого раздела ока-
зывается равным. Запишем формулы веса для 

заданий трех разделов: 1 1 1 3( )a k k= +w ; w2 =
2 2 2 3( )a k k= +w ; 3 1 1 3 2 2( ) (a k k a k= + + +w  

3 3 3)k a k+ + .
Пример 3. На кафедре «Математика и мо-

делирование» в различные годы в рамках кур-
са «Математический анализ» проводилось 
тестирование студентов по теме «Интеграль-
ное исчисление». В 2012, 2013 гг. в тестирова-
нии участвовало 120 и 87 человек, соответ-
ственно. Задания теста были составлены по 
9 разделам, названия которых перечислены в 
таблице. Обозначим через αi название i-го раз-
дела проверяемой темы, а через ki – число за-
даний теста соответствующего раздела, 1,9.i =

Всего тест содержал  
9

1
24i

i
k

=
=∑   заданий раз-

личной трудности. Экспертный вес заданий 
iwЭк  был указан в тесте (см. таблицу), и они 

должны были помочь тестируемым выбирать 
задания в соответствии с их уровнем подготов-
ки. Максимально возможная сумма баллов 

Баллы заданий теста

№
(i)

Проверяемые
разделы темы

«Интегрирование» (αi)

Число 
заданий 
раздела 
в тесте

(ki)

Время 
освое-

ния 
раздела

(ai)

Экс-
пертные 
баллы 
( iwЭк )

Частотные баллы
Баллы 
Шепли 
( Sh

iw )2012 г.
( 12

iw )
2013 г.
( 13

iw )

1 Таблица интегралов 10 3 1,0 0,5 1,1 0,5

2 Следствия из таблицы 4 5 3,0 1,2 2,1 2,2

3 Определенный интеграл 1 1 3,0 2,2 4,2 4,6

4 Интегрирование
по частям 3 2 5,0 2,0 3,2 3,3

5 Разложение дроби 2 2 3,0 0,9 1,7 1,5

6 Коэффициенты
разложения 1 1 3,0 1,8 3,3 2,8

7 Интеграл от дроби 1 1 6,0 2,5 3,9 7,9

8 Двойной интеграл 1 2 10,0 6,4 19,6 12,1

9 Интеграл от тригономе-
трического выражения 1 3 10,0 44,5 11,8 20,4

Итого 24 20 75 75 75 75
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9

1
75i i

i
k

=
=∑ Экw , причем сложность заданий, как 

правило, возрастала при увеличении номера 
задания.

Для каждого года частота выполнения за-
даний теста рассчитывалась по формулам 

( )i i ip N k N= , где Ni – число заданий i-го раз-
дела, выполненных тестируемыми; ki – число 
заданий i-го раздела, предложенных в тесте; 
N – общее число тестируемых в рассматривае-
мом году. Из таблицы видно, что значения ча-
стоты выполнения заданий для двух лет близ-
ки (кроме наиболее сложной задачи раздела 9). 
Частотные баллы строились по следующим 
формулам:

i
i

k
p

=w ; 
1

9

1
75 i

i i

kk
p

−

=

⎛ ⎞
= ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ,

в которых k – нормирующий множитель, обес-
печивающий максимальную общую сумму 
баллов, равную 75. В таблице можно заметить, 
что полученные частотные баллы значитель-
но отличаются как от экспертных баллов, так 
и друг от друга в различные годы тестирова-
ния.

Тема «Интегрирование» изучалась в соот-
ветствии с учебным планом и указанными в 
нем взаимосвязями разделов. Отношение 
непосредственного предшествования разделов 
может быть задано функцией ( )S α , ее значе-
ния:

1 5( ) ( )S Sα = α = ∅ ; 2 1( ) { }S α = α ; 

6 5( ) { }S α = α ; 4 2( ) { }S α = α ; 3 4( ) { }S α = α ; 

8 3( ) { }S α = α ; 7 2 6( ) { , }S α = α α ; 

9 3 7( ) { , }S α = α α .

Согласно определению 5, функции ( )S α  
на множестве разделов A порождают отноше-
ние следования. Таким образом, 3-й и 7-й раз-
делы оказались начальными, а 8-й и 9-й ука-
заны как наиболее сложные.

Числа 0ia ≥ , 1, 9i =  (см. таблицу) опреде-
ляют время, необходимое для изучения соот-

ветствующих разделов, при условии, что все 
предыдущие разделы уже изучены. Их значе-
ния указаны в таблице. Таким образом, время 
на изучение всех разделов изучаемой темы 
равно 1 2 9 20a a a+ + + =�  (час).

Так как по некоторым разделам тест содер-
жал несколько заданий, для построения веса 
Шепли необходимо определить кооператив-
ную игру с числом участников, равным 24. 
Время подготовки участников к выполнению 
заданий одного и того же раздела теста мы 
считаем равным времени освоения этого раз-
дела. Так как общая сумма веса Шепли равна 
общему времени освоения темы, т. е. 20, то 
баллы Шепли будут в 75 20 3,25k = =  раз 
больше соответствующего веса, что сделано 
для удобства сравнения с ранее рассчитанны-
ми баллами.

Окончательно баллы Шепли были рассчи-
таны по формулам:

1 1 21k a= ⋅w ; 2 1 2( 21 11)k a a= +w ; 

4 1 2 4( 21 11 7)k a a a= + +w ; 5 5 5k a= ⋅w ; 

3 1 2 3 4( 21 11 3 7)k a a a a= + + +w ;

6 5 6( 5 3)k a a= ⋅ +w ;

7 1 2 4

5 6 7

( 21 11 7
5 3 2);

k a a a
a a a

= + + +
+ + +

w
 

8 1 2 3 4 8( 21 11 3 7 )k a a a a a= + + + +w ;

9 1 2 3 4

5 6 7 9

( 21 11 3 7
5 3 2 ).

k a a a a
a a a a

= + + + +

+ + + +

w

Их точные значения приведены в табли-
це.

Из таблицы видно, что баллы Шепли близ-
ки к частотным баллам для заданий с малыми 
номерами, а для последних заданий их зна-
чения лежат между частотными баллами раз-
личных лет.

Вывод

При проведении итогового или промежу-
точного контроля баллы Шепли могут быть 
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хорошим ориентиром при назначении баллов 
заданий теста.
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