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Цель: Исследовать возможность применения спектрального анализа, лишенного недостатков чис-
ленного интегрирования, в расчетах на прогрессирующее обрушение на этапе линейного деформи-
рования систем. Предложить алгоритм, сочетающий в себе достоинства аналитического и числен-
ного решений дифференциального уравнения движения. Методы: Применялось решение задачи на 
собственные значения, использовались нормальные координаты при снижении размерности задачи, 
явное численное интегрирование по методу Адамса. Результаты: Предложен комбинированный 
динамический метод расчета стержневых систем с выключающимися элементами, основанный на 
разложении по формам колебаний до момента достижения пластических деформаций и численном 
решении при переходе в физическую нелинейность. В первой (теоретической) части изложены 
общая методика расчета и принятые в рамках задачи допущения. Описан потенциал линейного 
динамического расчета в форме задачи на собственные значения при анализе поведения реальных 
металлических структур, подверженных внезапному выключению элементов. Изложена основная 
идея и допущения предложенного подхода. Описаны расчетные предпосылки при анализе живу-
чести покрытия павильона № 5 а ОАО «ЛЕНЭКСПО». Практическая значимость: Описанный 
метод служит альтернативой и верификацией широко применяемым численным методам, исполь-
зуемым при проектировании особо ответственных зданий, позволяя сократить объем необходимых 
вычислений и получить аналитическое решение на этапе линейного деформирования.

Динамика сооружений, прогрессирующее обрушение, спектральный анализ, численное интегри-
рование, живучесть металлоконструкций.
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PROBLEM OF SUDDEN ELEMENT DELETION ON THE EXAMPLE OF STEEL SPACE GRID 
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Objective: To study the possibility of applying spectrum analysis, devoid of drawbacks of 
numerical integration, in progressive collapse calculations during linear deformations stage. To suggest 
an algorithm combining advantages of analytical and numerical calculations of differential equation 
of motion. Methods: Free vibrations problem, usage of generalised co-ordinates for reducing system 
degree of freedom amount, explicit numerical integration by the Adams method. Results: A combined 
dynamic design method for bar system with failing elements, based on mode decomposition until plastic 
deformations appear, and numerical integration after reaching physical nonlinearity is considered in the 
article. In the fi rst theoretical part base calculations method and assumptions are described. Potential of 
linear dynamic calculation in form of free vibrations problem in analysis of real steel space grid structures 
affected by sudden element failure is described. Basic idea and assumptions of suggested approach are 
described. Calculation factors in robustness analysis of steel space grid coating of Lenexpo 5a pavilion 
are described. Practical importance: Described method is an alternative and a verifi cation for the widely 
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used numerical methods in unique and particularly important structures design. It reduces the amount of 
necessary calculations, and permits getting analytical solution during linear deformation stage.

Structure dynamics, progressive collapse, spectrum analysis, numerical integration, robustness of steel 
structures.

незаслуженно отвергается при рассмотрении 
данной темы и может успешно применяться в 
расчетах на прогрессирующее обрушение кон-
струкций, в первую очередь, металлических.

Дело в том, что для пространственных 
металлических конструкций основным кри-
терием отказа элемента становится условие 
не прочности, а устойчивости, причем отно-
шения напряжений, соответствующих преде-
лу текучести и критическому напряжению, 
различаются в разы. В связи с этим событие, 
переводящее систему из одной стадии обру-
шения в другую, наступает задолго до возник-
новения текучести в элементах системы.

Критерий потери устойчивости

В задачах устойчивости стержней при 
динамических нагрузках следует четко раз-
делять два понятия: нагружение быстро воз-
растающей силой и ударное нагружение. При 
ударном нагружении скорость нарастания на-
пряжений в элементе велика настолько, что 
проявляется эффект запаздывания пластиче-
ских деформаций, что, как известно, приво-
дит к возможному «проскакиванию» первой 
критической силы и к потере устойчивости 
по одной из высших форм [6]. По результатам 
испытаний [9] установлено, что в этом случае 
речь идет о периодах порядка 300–400 мкс. 
Но подобный подход справедлив, если пред-
полагать, что удаление элемента по своему 
динамическому эффекту тождественно удару 
или внезапному импульсу.

В [3] отмечалось, что причиной возник-
новения колебаний (или изменения размаха 
колебаний движущейся системы) после уда-
ления элемента или связи является сила инер-
ции, пропорциональная изменению жестко-
сти системы при переходе из одной стадии 

Одно из наиболее актуальных и быстро раз-
вивающихся в последние годы направлений 
строительный механики – выполнение тре-
бований нормативной литературы [7] в части 
обеспечения живучести конструкций в усло-
виях аварийных ситуаций. Примером тому 
служат работы В. О. Алмазова, А. М. Бело-
стоцкого, Ю. В. Бондарева, В. М. Бондаренко, 
Г. А. Гениева, С. Г. Емельянова, Е. Г. Еремеева, 
В. И. Колчунова, Н. В. Клюевой, А. С. Павлова, 
И. А. Петрова, А. И. Плотникова, А. Н. Потапо-
ва, Б. С. Расторгуева, И. Н. Серпика, А. Г. Там-
разяна, Е. М. Уфимцева, Ю. Т. Чернова и дру-
гих авторов.

Отсутствие утвержденных на государствен-
ном уровне положений расчета зданий на воз-
действие в виде внезапного удаления элемен-
тов порождает разногласия в среде проекти-
ровщиков и экспертов. В связи с этим задача 
прикладной науки – выработать общеприня-
тые методики расчета, дающие количествен-
ную оценку напряженно-деформированного 
состояния поврежденных систем. Не останав-
ливаясь подробно на нюансах работ разных 
авторов, отметим, что чаще всего указанную 
тему развивают расчеты в двух направлени-
ях: квазистатический в нелинейной поста-
новке с использованием теории предельного 
равновесия, применяемой для железобетоных 
конструкций разных конструктивных схем, и 
нелинейный динамический с применением 
явного интегрирования по времени, дающий 
наиболее точные и наглядные результаты, 
правда, не лишенный недостатков.

Прикладное проектирование нуждается в 
методе, способном получать динамический 
отклик систем в любой момент времени и при 
этом не требующий серьёзных машинных и 
трудовых затрат. По мнению автора, спек-
тральный анализ систем, базирующийся на 
разложении по формам колебаний [4, 5], часто 
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обрушения в другую. Скорость изменения 
внутренних силовых параметров при этом 
велика, но конечна и, как правило, не превы-
шает указанных выше величин.

Вторым допущением является предполо-
жение, что гибкие тонкостенные трубы, рас-
сматриваемые в статье, теряют общую устой-
чивость согласно теории устойчивости сплош-
ных стержней, а не из-за сминания стенки (как 
для тонкостенных цилиндрических оболочек). 
Забегая вперед отметим, что большинство 
стержней в структуре, принятой в качестве 
расчетного примера, подобраны как раз по 
условию гибкости.

В связи с этими двумя допущениями предпо-
ложим, что для описанного класса задач вполне 
достаточно использовать критерий устойчиво-
сти, соответствующий формуле Эйлера.

Общий вид решения

В соответствии с [3] уравнение движения 
системы при решении методом конечных 
элементов представляет собой неоднородное 
дифференциальное уравнение второго поряд-
ка с константой в правой части:

 { } { } { }
..

[ ] [ ]M U K U F⋅ + ⋅ = , 

где [ ]M – матрица масс; { }U  – вектор узло-
вых перемещений; [ ]K  – глобальная матрица 
жесткости; { }F  – вектор узловых сил.

Его решением служит выражение для 
определения любого узлового перемещения 
в каждый момент времени:
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где ku – k-е узловое перемещение; DDF – об-

щее число учитываемых степеней свободы; 
iky  – компоненты нормированного собствен-

ного вектора; iA , iB  – компоненты векторов 
постоянных интегрирования, соответствую-
щие i-му тону колебаний; iω  – i-я круговая 
частота собственных колебаний; 1nt −

обр  – время 
обрыва (потери устойчивости) предыдущего 
элемента, момент начала рассматриваемой 
стадии обрушения.

Указанная форма записи позволяет собрать 
все воздействия на систему в одно выраже-
ние, тем самым упрощая поиск любых вну-
тренних усилий в стержнях:

 { } { }( )f Uσ = . 

При этом усложняется процесс поиска по-
стоянных интегрирования для больших си-
стем (ввиду решения системы уравнений с 
участием члена при 1/ωi

 2. Одним из способов 
упрощения поиска решения служит идея по-
лучения вектора постоянных{ }B  с использо-
ванием начальных условий по ускорениям [3]. 
Тем не менее, для больших систем решение в 
предложенной форме остается достаточно за-
тратным, при том что получаемый спектр ча-
стот содержит большие по величине компо-
ненты, периоды колебаний по которым сопо-
ставимы со скоростью распространения уси-
лий в металле и быстро затухающих при уче-
те демпфирования.

Снижение числа динамических 
степеней свободы. Решение 
в нормальных координатах

Для ограничения спектра частот и сниже-
ния количества значимых степеней свободы 
обратимся к теории расчета зданий на сейс-
мостойкость. Для внешнего воздействия на 
сооружения существует некий порог частоты 
(ускорение нулевого периода), после которо-
го сооружение реагирует на возмущение как 
твердое тело, иными словами, относительные 
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колебания масс не возмущаются. В своей 
классической работе А. Н. Бирбраер рекомен-
дует принимать величину ускорения нулевого 
периода f = 33 Гц [2]. Условимся использовать 
указанное значение как некий эталон, учиты-
вая в расчетах на удаление элементов только 
частоты собственных колебаний ниже этого 
значения.

Тем не менее, простое «срезание» высших 
частот не упрощает поиск векторов постоян-
ных интегрирования, в любом случае при-
ходится решать целую систему уравнений с 
учетом всех динамических степеней свободы. 
В работе [5] предложено использовать метод 
конденсации масс, что приводит с некоторой 
погрешности в связи с отбрасыванием неко-
торого количества масс. По мнению автора 
статьи, для решения задачи удобней исполь-
зовать представление в обобщенных коорди-
натах [10], при этом:

• приведенная матрица масс:

 
~

[ ] [ ] [ ] [ ]TM Ynorm M Ynorm= ⋅ ⋅ , 

где [ ]Ynorm  – матрица, составленная из соб-
ственных векторов системы. После приведе-
ния вычеркиваются столбцы и строки больше 
p, где p – число учитываемых форм (частотой 
ниже 33 Гц);

• вектор начальных перемещений системы:

{ }
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 – матрица размерностью pxp (где 

p – число учитываемых форм), составленная 
из 

~
[ ]M  вычеркиванием лишних строк/столб-

цов;
• вектор начальных скоростей системы:
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• вектор узловых нагрузок:
~

{ } [ ] { }TF Ynorm F= ⋅ .
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, а получаемые вектора { }A  и { }B  

имеют нужную размерность p.
Следует также отметить возможность еще 

упростить задачу, решая не полную задачу о 
собственных значениях, а частичную (напри-
мер, с помощью метода Релея – Ритца или 
Лоренца), но в используемой автором расчет-
ной среде (MathCad Prime 2.0), поиск реше-
ния полной задачи даже для больших систем 
не представляет труда.

Критерий перехода на новую стадию 
обрушения

Для каждого временнóго шага порядка 10–4 с
напряжения сопоставляются с критическими 
(с потерей устойчивости) и текучести (грани-
цей применимости линейного динамического 
расчета).

По достижении предела текучести даль-
нейший расчет ведется одним из методов яв-
ного численного интегрирования при пере-
менной матрице жесткости:

max[ ] ({ },{ }, )K f U Gis= ε ,

где { }maxε  – вектор максимальных относи-
тельных перемещений, достигнутых каждым 
элементом (для линейно упрочняющегося ма-
териала); Gis – переменная учета характера 
изменения напряжений в каждом элементе 
(разгрузка/нагрузка).
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Способы численного интегрирования ши-
роко отражены в литературе [1, 8] и в статье 
не приводятся.

По достижении критических напряжений 
в одном (или одновременно в нескольких эле-
ментах) предлагается вводить переменную ζ, 
учитывающую снижение несущей способ-
ности элемента, потерявшего устойчивость. 
Величину этой переменной рекомендуется 
принимать в пределах ζ = 0…0,125. Выбор 
такого диапазона связан со знакомыми авто-
ру экспериментами по нагружению металли-
ческих труб [11], приводящему к потере их 
общей устойчивости.

Об эффекте снижения размаха 
колебаний

Практическая значимость использования 
спектрального анализа металлических систем 
связана также с обнаруженным в процессе 
исследований эффектом снижения размаха 
колебаний при последовательном выключе-
нии элементов в движущейся системе. Автор 
связывает этот эффект с разнонаправленно-
стью ускорений, вызываемых очередным об-
рывом (ускорение всегда направлено вниз) и 
инерционным ускорением движущейся массы 
(направление зависит от момента очередного 
выключения связи/элемента). Подобный эф-
фект позволяет иначе взглянуть на стойкость 
даже упругих систем к прогрессирующему 
обрушению без задействования пластиче-
ского резерва. Схожий эффект описан в [12], 
но в указанной работе он связывался с фазой 
внешней периодической нагрузки.

Выводы

1. Описано применение спектрально-чис-
ленного метода расчета конструкций на вне-
запное изъятие элемента или связи, заклю-
чающееся в использовании точного решения 
(разложения по формам колебаний) на стадии 
упругой работы материала и прямого числен-

ного интегрирования уравнений движения по 
методу переменной жесткости по достижении 
предела текучести в одном из элементов.

2. Для сокращения вычислений и ускоре-
ния поиска постоянных интегрирования на 
каждой стадии предлагается ограничивать 
спектр учитываемых частот собственных ко-
лебаний по аналогии с использованием вели-
чины ускорения нулевого периода из теории 
расчета на сейсмостойкость.

3. Использование обобщенных координат 
решает проблему ограничения искомых век-
торов, состоящих из постоянных интегриро-
вания по каждой из частот, не требуя при этом 
исключения реальных масс.

4. По достижении критических напряже-
ний предлагается не изымать потерявший 
устойчивость элемент, а лишь уменьшать его 
жесткость введением поправочного коэффи-
циента.

5. Эффект возможного снижения размаха 
колебаний на каждой стадии обрушения по-
зволяет говорить о способности систем со-
противляться последовательному удалению 
элементов без задействования пластического 
ресурса.
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