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Цель: Уточнить силовую характеристику связи кузова вагона с тележками при перевалке на 
плоских пятниках и выявить зависимости между восстанавливающим моментом, шириной зоны 
контакта пятник – подпятник и углом наклона кузова. Методы: Применялось математическое 
моделирование перевалки кузова вагона на пятнике с представлением модели пятника в виде 
упруго-безынерционного основания (основания Винклера). Результаты: Выявлена мягкая силовая 
характеристика связи, установлены нелинейные зависимости ширины зоны контакта и частоты 
свободных колебаний от угла наклона кузова. Проведен сравнительный анализ результатов с 
другими существующими моделями. Показаны преимущества предложенной модели в точности 
определения частоты свободных колебаний. Практическая значимость: Приводится пример 
расчета силовой характеристики и построения скелетной кривой для полувагона модели 12-132. 
Предложенная модель повышает точность расчетов. Она рекомендуется для использования при 
оценке динамических качеств грузовых вагонов.

Нелинейные колебания, вагон, силовая характеристика, скелетная кривая, возвращающий момент, 
восстанавливающий момент, ширина зоны контакта, пятник, подпятник.
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CHARACTERISTIC OF RAILCAR BODY LINKAGE WITH BOGIES DURING TRANSSHIPMENT 
ON FLAT CENTRE PLATES 

Objective: To specify power characteristic of railcar body linkage with bogies during transshipment 
on fl at centre plates and to establish dependencies between restoring torque, width of centre plate – 
centre bowl contact zone, and body inclination angle. Methods: Non-linear oscillations arising during 
railcar body transshipment on fl at centre plates are considered as mathematical simulation. To specify 
the power characteristic of the railcar body linkage with bogies, a centre plate is represented in the 
form of a resilient-inertia-free base (Winkler foundation). Results: The width of the contact area in the 
centre plate – centre bowl connection depending on the body inclination angle is calculated, and the 
linkage power characteristic is constructed. Practical importance: An example of power characteristic 
calculation and backbone curve construction for 12-132 model gondola car is provided. It is shown that 
the proposed approach enables to take into consideration peculiarities of the non-linear linkage – soft 
power characteristic. Precision of calculation is increased, and is recommended for evaluation of dynamic 
qualities of freight cars.
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У большинства грузовых вагонов, которые 
эксплуатируются в странах железных дорог 
колеи 1520 мм, кузов опирается на тележки 
через узел «пятник – подпятник» и скользуны. 
Между скользунами, которые расположены 
на тележках и кузове, предусматриваются за-
зоры или устанавливаются упругие элементы. 
Следствием такого способа опирания являет-
ся перевалка кузова на пятниках.

Из-за перевалки кузова ухудшаются ходо-
вые качества вагона, появляются перегрузки в 
шкворневых узлах во время движения [2], а в 
месте контакта пятник – подпятник возникают 
износы, наличие которых требует регулиро-
вать зазоры между скользунами [1]. Совре-
менные тележки оборудованы более сложны-
ми упругодемпфирующими скользунами [9], 
которые позволяют уменьшить колебания ку-
зова и виляние тележек, тем самым улучшая 
ходовые качества и работу узла «пятник – под-
пятник».

В настоящее время признана необходи-
мость учитывать перевалку кузова при ис-
следовании динамики, прочности вагона и 
износа узла «пятник – подпятник». Но мате-
матическая модель, описывающая это соеди-
нение, представляется в упрощенном виде: 
как цилиндрическая поверхность [10], шар-
нир с параллельными линейно-упругими эле-
ментами [7, 10] или абсолютно твердое тело, 
которое качается поочередно относительно 

кромок пятника [2]. Такие способы моделиро-
вания не позволяют выявить все особенности 
перевалки кузова.

В нелинейной механике наиболее близкой 
к рассматриваемой проблеме является задача 
о колебаниях качающегося параллелепипеда 
[4], который поочередно вращается вокруг 
нижних граней. Но получаемое при этом ре-
шение имеет ограниченное применение. Так, 
согласно нему, при уменьшении амплитуды 
колебания кузова частота стремится к бес-
конечности, в то время как, исходя из резуль-
татов эксперимента [8], известно, что она не 
превышает 3 Гц.

Необходимо уточнить силовые характе-
ристики связи кузова вагона с тележками, а 
именно величину восстанавливающего мо-
мента и ширину зоны контакта пятник – под-
пятник в зависимости от угла наклона кузова.

Расчетная схема 
и математическая модель

При исследовании перевалки кузова де-
тально рассматривалось место контакта пят-
ник – подпятник (рис. 1а). Наличие отверстия 
в центре пятника предполагает кольцевую 
опорную поверхность, однако при колебаниях 
кузова средняя часть пятника практически не 
нагружена и за опорную поверхность пятника 

Рис. 1. Схема связи кузова вагона с тележкой: место контакта пятник – подпятник (а), 
схема опирания кузова на надрессорную балку тележки (б); расчетная схема перевалки кузова 

на пятнике (в): 1 – кузов; 2 – пятник; 3 – надрессорная балка с подпятником

а б в
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принимался круг. На рис. 1б представлена схе-
ма опирания кузова на надрессорную балку 
тележки с зазорами между скользунами. Рас-
четная схема перевалки кузова на пятнике без 
учета упора скользунов показана на рис. 1в.

Уравнение перевалки кузова имеет вид

 x Q RJ M M Mθ = − = восст
�� ,  (1) 

где момент 

 sin( )QM Qh= θ .  (2) 

Для поиска силовой характеристики Мвосст(θ),
а также зависимости между шириной ξ зоны 
контакта пятник – подпятник и углом θ на-
клона кузова принималось, что надрессорная 
балка и кузов являются абсолютно жесткими, 
а физические свойства пятника описываются 
с помощью модели упруго-безынерционного 
основания (основания Винклера), т. е. пятник – 
упругий элемент, представленный в виде мно-
жества пружин, имеющих одинаковую жест-
кость. Это означает, что при наличии верти-
кальной нагрузки в каждой точке на поверх-
ности контакта пятник – подпятник создается 
реакция, пропорциональная осадке пятника в 
этой точке:

 r c l= ⋅Δ .  

В зоне контакта пятник – подпятник на-
грузка от кузова может распределяться равно-
мерно или неравномерно. При этом неравно-
мерная нагрузка может распределяться как по 
всей площади под упорной поверхностью пят-
ника, так и по её отдельной части (при отры-
ве края пятника от подпятника). Возможные 
случаи нагружения механической системы, 
схемы деформации пятника, а также реакции 
от статической нагрузки, возникающие на по-
верхности контакта, представлены в табл. 1.

Учитывая упругие свойства пятника, реак-
ция на поверхности контакта в произвольной 
точке представлялась в виде 

 tan( )Tr c= ζ θ   

и в крайней максимально нагруженной 
точке 

 max tan( )r c= ξ θ .  (3) 

Значение возвращающего момента МR, об-
разованного действием распределенных сил 
реакции опоры, определялось относительно 
начала отсчета выбранной системы координат 
по формуле 

 R z cM R y= .  (4) 

Равнодействующая сила Rz является сум-
мой распределенных сил реакции, возникаю-
щих в опоре, значение которой равно силе Q. 
В то же время распределенные силы реакции 
представляются в виде эпюры объемом V. Та-
ким образом, 

 ( )z
F

R Q V r y dF= = = ∫∫ .  (5) 

Расстояние yc до силы Rz является коорди-
натой геометрического центра эпюры по оси 
Oy, которая определялась известным выраже-
нием через статический момент и объем:

 rx
c

Sy
V

= .  (6) 

Учитывая формулы (4)–(6), установлено, 
что возвращающий момент МR, образованный 
действием распределенных сил реакции опо-
ры, равен статическому моменту Srx объемной 
эпюры относительно плоскости Orx:

 
|

( )R rx
V F

M S ydV yr y dF= = =∫∫∫ ∫∫ .  (7) 

В первом случае, когда отсутствует наклон 
кузова и нагрузка распределяется по пятни-
ку равномерно, момент МQ, статический мо-
мент Srx, а значит, и возвращающий момент 
МR равны нулю. Тогда восстанавливающий 
момент Мвосст также равен нулю – это поло-
жение равновесия.
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Во втором случае, когда появляется наклон 
кузова и нагрузка распределяется по пятнику 
неравномерно, но при этом край пятника не 
отрывается от подпятника, равенство (7) при-
нимает вид [5] 

 tan( )RM cJ= θ ,  (8) 

а уравнение (1) для безотрывных колебаний – 

 sin( ) tan( ) ( )xJ Qh cJ Qh cJθ = θ − θ ≈ − θ�� .  

Зависимость моментов МQ, МR и силовой 
характеристики Мвосст от угла θ во втором слу-
чае имеет линейные характеристики, спра-
ведливые только при малых углах наклона 
ку зова.

В третьем случае, когда при наклоне кузо-
ва край пятника отрывается от подпятника, 
изменится ширина ξ зоны контакта и нагрузка 
от кузова будет распределяться уже по мень-
шей опорной площади (рис. 2).

В этом случае для определения зависимо-
сти между углом θ и шириной ξ зоны контак-
та формула по определению объема V эпюры 
с учетом (5) имеет вид:

 
max

2 2 2

3

(3 ) 3 ( ) ;

rV Q

a R a R R

= = ×
ξ

⎡ ⎤× ⋅ − − ⋅ − ξ ⋅ϕ⎣ ⎦

  (9) 

где

 2 2( )a R R= − − ξ ;  (10)

ТАБЛИЦА 1. Возможные случаи нагружения механической системы, схемы деформации 
пятника, реакции от статической нагрузки, возникающие на поверхности контакта 

Схемы нагружений 
и эпюры реакций

Случай нагружения

Равномерное распреде-
ление нагрузки по всей 
площади под упорной 
поверхностью пятника

Неравномерное распределение нагрузки:
по всей площади под 

упорной поверхностью 
пятника (без отрыва 
края пятника от под-

пятника)

по части от всей пло-
щади под упорной по-
верхностью пятника 

(при отрыве края пят-
ника от подпятника)

Схема нагружения 
и эпюра реакции 
в плоскости Оzy

Эпюра реакции 
от нагрузки, распре-
деленной по поверх-
ности контакта 

Примечание. Направления осей системы координат для схем  
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Рис. 2. Схема нагружения пятника в случае распределения нагрузки 
при отрыве края пятника от подпятника:

а, б) деформация пятника при наклоне кузова; в, г) эпюра распределенной 
по поверхности контакта реакции опоры

 arccos R
R
− ξ⎛ ⎞ϕ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
.  (11) 

Так, после преобразования формул (3) и (9) с учетом (10) и (11) 

 
2 2 2 2 2

3tan( ) .
( ) (2 ( ) ) 3 ( ) arccos

Q
Rc R R R R R R

R

θ =
⎡ − ξ ⎤⎛ ⎞⋅ − − ξ ⋅ + − ξ − ⋅ − ξ ⋅ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎦⎣

  (12) 

а б

в г
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Формула (12) согласуется с формулой, полученной в [5].
В соответствии со схемой, изображенной на рис. 2, определялся статический момент Srx 

объемной эпюры:

 
2 2 2

1

( ) ( )

0 0
2

y r y x y

rx
y

S dy dr ydx= ∫ ∫ ∫ ,  (13) 

где границы y1, y2, r2(y), x2(y) области интегрирования представлены в табл. 2.
Проинтегрировав выражение (13) и упростив полученный результат с учетом равенства 

(5) и формулы (3), получили:

4 2 2 2 2

2 2 2 2

3 6[ ] 2 ( ) ( )

8 ( ) (2 ( ) )
R

Q R R R R R R
M

R R R R

⎡ ⎡ ⎤π − − ξ ⋅ ⋅ − ξ − ⋅ − − ξ −⎣ ⎦⎢⎣=
⎡ − − ξ ⋅ + − ξ −⎢⎣

34 2 2

2

6 arccos 16( ) ( )
2

.
3 ( ) arccos

RR R R R
R

RR R
R

⎤⎛ π − ξ ⎞⎛ ⎞ ⎥⎡ ⎤− ⋅ − + ξ − ⋅ − − ξ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎣ ⎦ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎦
− ξ ⎤⎛ ⎞− ⋅ − ξ ⋅ ⎜ ⎟⎥⎝ ⎠⎦

ТАБЛИЦА 2. Границы области интегрирования при определении статического момента Srx 
эпюры распределенных сил реакции опоры в случае распределения нагрузки 

при отрыве края пятника от подпятника 

Границы области интегрирования Значения переменных

1 2y y y≤ ≤ 1

2

y R
y R

= − ξ
=

20 ( )r r y≤ ≤ max
2 ( ) ( )rr y y R= + ξ −

ξ

20 ( )x x y≤ ≤ 2 2
2 ( )x y R y= −

Силовая характеристика Мвосст в третьем 
случае приобретает нелинейную зависи-
мость.

Для всех случаев нагружения механиче-
ской системы зависимость между амплитудой 
Am и частотой f свободных колебаний опреде-
лялась выражением [6]:

 

0

0

1

14
( )2

Am

Am

x

f

d
M d

J

=
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟ θ⎜ ⎟θ⎜ ⎟θ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
∫ восст

  (14) 
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Нелинейные характеристики ξ(θ), Мвосст(θ), 
f (Am) при перевалке кузова вагона на сталь-
ном пятнике представлены на рис. 3.

В точке 0 кузов находится в состоянии 
равновесия; ширина зоны контакта пятник – 
подпятник равна диаметру пятника.

На участке 0–1 (0–1') с ростом угла наклона 
кузова начинает перераспределяться нагрузка 
на пятник (один край пятника нагружается, 
противоположный разгружается), при этом 
ширина зоны контакта по-прежнему остается 
равной диаметру пятника. Появляется восста-
навливающий момент, линейно увеличиваю-
щийся с ростом угла наклона. Частота на этом 
участке постоянна и не зависит от амплитуды.

В точке 1 (1') край пятника обезгружива-
ется, с этого момента ширина зоны контакта 
уменьшается с ростом угла наклона кузова. 

Восстанавливающий момент в этом положе-
нии составляет примерно 1/3 от максималь-
ного значения.

На участке 1–2 (1–2') после обезгрузки 
края пятника с дальнейшим ростом угла на-
клона кузова резко уменьшается ширина зоны 
контакта. Восстанавливающий момент про-
должает увеличиваться, приближаясь к мак-
симальному значению.

В точке 2 (2') восстанавливающий момент 
достигает своего максимума, с этого момента 
ширина зоны контакта с ростом угла наклона 
кузова остается практически неизменной.

На участке 2–3 (2'–3') с ростом угла накло-
на кузова ширина зоны контакта практически 
не изменяется и приближается к своему ми-
нимальному значению. Восстанавливающий 
момент стремится к нулю.

Рис. 3. Нелинейные характеристики ξ (θ), Мвосст (θ), f (Am) при перевалке
кузова вагона на стальном пятнике:

а) зависимость между углом наклона кузова и шириной зоны контакта;
б) силовая характеристика связи кузова вагона с тележкой при перевалке;

в) скелетная кривая 

а

б

в
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Точке 3 (3') соответствует неустойчивое 
положение равновесия кузова, когда его центр 
тяжести расположен на вертикали, проходя-
щей через точку положения равнодействую-
щей силы реакции опоры.

На участке 1–3 (1'–3') частота колебаний 
нелинейно уменьшается с ростом амплитуды.

Пример построения силовой 
характеристики перевалки кузова 
вагона на пятнике, определение 
частоты колебания и ширины зоны 
контакта в зависимости от угла 
наклона кузова

Рассмотрим поперечные колебания кузо-
ва на пятнике на примере полувагона модели 
12-132. Вагон оборудован двухосными теле-
жками с бесконтактными скользунами. Угол, 
на который может наклониться кузов до упо-
ра скользунов, составляет 1,634e-2 рад (при 
зазорах между скользунами 10 мм).

Исходные данные для расчета представле-
ны в табл. 3.

Расчет проводили с помощью программ-
ного комплекса MATHCAD 15. По исходным 
данным из табл. 3 по формулам (1), (2), (8), 
(12)–(14) строили массивы данных с шагом 
Δξ ширины зоны контакта, равным 0,001 м, и 
с шагом ΔAm амплитуды колебаний, равным 
2е-5 рад. По полученным массивам строили 
графики зависимостей.

Графики зависимостей между углом θ на-
клона кузова и шириной ξ зоны контакта пят-

ник – подпятник изображен на рис. 4; силовая 
характеристика Мвосст связи кузова вагона с 
тележкой при перевалке – на рис. 5; график 
зависимости между частотой f колебаний при 
перевалке кузова и амплитудой Am – на рис. 6.

Согласно расчету, колебания кузова без от-
рыва края пятника от подпятника происходят 
при малых углах наклона – до 2,15 е-5 рад 
(см. рис. 4) с частотой свободных колебаний 
12,7 Гц (см. рис. 6).

Восстанавливающий момент в зоне пере-
хода от безотрывных колебаний к колебаниям 
с отрывом края пятника составляет 15 511 Н·м 
(см. рис. 5). Максимальное значение восста-
навливающего момента достигает 53 782 Н·м 
при ширине зоны контакта 34 мм и угле на-
клона кузова 3,75е-3 рад (см. рис. 4, 5).

Минимальное значение ширины зоны кон-
такта составляет 19 мм при угле наклона ку-
зова 1,634e-2 рад (см. рис. 4), который соот-
ветствует замыканию скользунов.

Известно, что после длительного срока экс-
плуатации вагона упорная поверхность пят-
ника имеет износы в виде плоских граней, 
расположенных вдоль внешней кромки. Эти 
износы могут занимать до половины радиу-
са пятника [11], при этом повышенный износ 
происходит на расстоянии до 20 мм от края 
[3]. По результатам расчета, изменение ши-
рины контакта от 75 до 19 мм соответствует 
широкому диапазону углов наклона кузова от 
5,358е-4 до 1,634e-2 рад (см. рис. 4), что мо-
жет объяснить повышенный износ этих зон.

Частота свободных колебаний кузова 
при увеличении амплитуды, начиная с зоны 

ТАБЛИЦА 3. Исходные данные для расчета 

Параметр Обозначение Значение
Нагрузка от груженого кузова, приходящаяся 
на один пятник, Н Q 4,14·10 5

Высота от подпятника до центра масс кузова, м h 1,5
Радиус пятника, м R 0,15
Коэффициент постели, Н/м 3 с 1,818·10 12

Момент инерции относительно оси Ox для 
половины кузова, кг·м 2 Jx 1,41·10 5
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Рис. 4. График зависимости между углом θ наклона кузова и шириной ξ зоны контакта 
пятник – подпятник 

Рис. 5. Силовая характеристика связи кузова вагона с тележкой при перевалке
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перехода от безотрывных колебаний к коле-
баниям с отрывом края пятника, нелинейно 
уменьшается с 12,7 Гц и достигает значения 
0,8 Гц при угле наклона 1,634e-2 рад (см. рис. 
6), который соответствует замыканию сколь-
зунов.

Результаты расчета частоты свободных 
колебаний при перевалке кузова на пятни-
ке, полученные при использовании моде-
ли связи, представленной в виде упруго-
безынерционного основания (основания Вин-
клера), сопоставлены с результатами расчетов 
других моделей [2, 7, 10].

Наиболее распространенной модели свя-
зи, имеющей вид шарнира с параллельными 
линейно-упругими элементами [7, 10], соот-
ветствует постоянная частота свободных ко-
лебаний при перевалке кузова (см. рис. 6):

 
2

x

c b Qh
J

f

−

=
π

п

.  

Варьируя жесткость поджимающих пру-
жин cn и расстояние между ними, можно по-
лучить частоту, близкую к наблюдаемой в 
экспериментах, но эта модель не описывает 
особенности колебаний нелинейных систем.

Аналогичный недостаток имеет модель 
связи, представленной в виде цилиндриче-
ской пяты [10]. Частоту, близкую к экспери-
ментальной, можно получить, изменяя радиус 
упорной поверхности пятника:
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−
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Рис. 6. График зависимости между частотой f колебаний при перевалке кузова и амплитудой Am 
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где 

 
2

2
RR ≈
Δуп

изн

.  

Модели связи, описывающей перевалку 
кузова на абсолютно жестком пятнике [2], со-
ответствует нелинейная зависимость частоты 
свободных колебаний от амплитуды:

( ) 14arch 1 ( / arctan( )
x

Qh
J

f
Am R h −

=
⎡ ⎤−⎣ ⎦

. 

Эта модель связи при малых углах наклона 
дает увеличение частоты колебаний до беско-
нечности. Начиная с угла отрыва края пятни-
ка от подпятника наблюдается почти полное 
совпадение скелетной кривой модели [2] с за-
висимостью (14), описанной в данной статье.

Таким образом, из рассмотренных моделей 
первые две позволяют получить только близ-
кие к экспериментальным данным частоту и 
амплитуду вынужденных колебаний.

Для нелинейных систем одному значению 
частоты на резонансной кривой могут соот-
ветствовать три амплитуды колебаний, две из 
которых могут быть устойчивыми. Учиты-
вая, что описанная в статье характеристика 
является мягкой и что кривая собственных 
частот загибается влево, во время повыше-
ния скорости движения неустойчивая ветвь 
амплитудно-частотной характеристики также 
расположится слева относительно скелетной 
кривой и возможных скачков амплитуд при 
возрастающей частоте вынужденных колеба-
ний. При снижении скорости движения воз-
можен сброс амплитуд колебаний.

Настоящая модель перевалки кузова по-
зволяет объяснить резкие увеличения боко-
вых и вертикальных сил, возникающих при 
движении поезда, описанные в статье [12].

Заключение

Предложенная в данной статье модель свя-
зи кузова с тележкой, представленная в виде 

упруго-безынерционного основания (осно-
вания Винклера), позволяет лучше описать 
физические явления, происходящие при ко-
лебаниях вагона во время движения по рель-
совому пути, и рекомендуется к использова-
нию при расчетах ходовых качеств грузовых 
вагонов.

Условные обозначения

Ц. М. – центр масс кузова 
h – высота от подпятника до центра масс 

кузова 
Q – вертикальная сила от тяжести кузова 
Rz  –  равнодействующая сила реакции 

опоры 
θ – угол наклона кузова в плоскости Ozy 

относительно надрессорной балки 
Jx – момент инерции кузова относительно 

оси Ox, направленной перпендикулярно пло-
скости чертежа 

МR=МR(θ) – возвращающий момент, об-
разованный действием распределенных сил 
реакции опоры, зависящий от угла θ наклона 
кузова 

МQ=МQ(θ) – момент, образованный дей-
ствием силы тяжести вследствие смещения 
центра масс кузова 

Мвосст=Мвосст(θ) – силовая характеристика 
связи кузова вагона с тележкой при перевал-
ке, зависящая от угла θ наклона кузова 

с – коэффициент пропорциональности, на-
зываемый коэффициентом постели 

yc – расстояние до равнодействующей силы 
Rz от начала отсчета системы координат 

ξ – ширина зоны контакта пятник – под-
пятник, измеряемая вдоль оси Оy

ζ – расстояние, измеряемое на поверхно-
сти контакта пятник – подпятник вдоль оси 
Оy от наименее нагруженной точки до про-
извольной точки 

rmax – максимальная реакция, возникающая 
в крайней точке на поверхности контакта 

a – половина секущей хорды 
R – радиус пятника 
φ – половина центрального угла 
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F – площадь опорной поверхности пят-
ника 

Sx – статический момент объемной эпюры 
распределенных сил реакции опоры относи-
тельно плоскости Orx

V – объем эпюры распределенных сил ре-
акции опоры 

y1, y2, r2(y), x2(y) – границы области инте-
грирования при определении статического 
момента Sx эпюры распределенных сил реак-
ции опоры;

J – момент инерции площади контакта от-
носительно оси Ox

f – частота свободных колебаний 
∆l – величина осадки упругого основания 

в произвольной точке 
сn – жесткость поджимающей пружины 
b – расстояние от поджимающей пружины 

до шарнира 
Rуп – радиус упорной поверхности цилин-

дрической пяты 
Δизн – износ упорной поверхности по краю 

пятника 
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