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Метод ортогонального проектирования на векторное 
пространство базисных откликов датчиков 
для экспериментального определения силовых факторов, 
действующих на вагонные конструкции

В общем виде изложен метод косвенной регистрации совокупности силовых факторов, действу-
ющих на деформируемые конструкции в зоне линейной упругости. Дано подробное теоретическое 
обоснование метода: его математические аспекты и физическая интерпретация. Сформулировано 
математическое условие физически адекватного выбора совокупности силовых факторов, действу-
ющих на конструкцию. Приведены априорные оценки, показывающие, как погрешность входных 
данных влияет на точность оценок значений силовых факторов.

ходовые динамические испытания, регистрация значений сил.

будет реагировать на каждый вид нагрузки, 
т. е. действия нагрузок нельзя будет отделить 
друг от друга.

1	 Описание и обоснование метода

Метод измерения нагрузок, рассматрива-
емый в настоящей работе, не предполагает 
объединения тензометрических датчиков в 
схемы. Каждый из датчиков реагирует на 
каждый вид нагрузки, а расчетная интер-
претация показаний всех датчиков позволя-
ет узнать, какая именно нагрузка и в каком 
количестве была приложена. Эта расчетная 
интерпретация предполагает линейно-упру-
гий характер реакции конструкции на инте-
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Введение

Выявленное в последнее время значи-
тельное число случаев изломов боковых рам 
тележек грузовых вагонов актуализировало 
вопрос об эффективных и достаточно точных 
для инженерной практики способах экспери-
ментальной регистрации силовых факторов, 
действующих на вагонные конструкции, в 
частности, на боковую раму тележки. Тра-
диционно используемые в практике ходовых 
динамических испытаний тензорезисторные 
схемы [1, с. 92] хорошо зарекомендовали 
себя в случаях, когда на исследуемый узел 
действует только один силовой фактор. Ис-
пользование нескольких схем для регистра-
ции нескольких силовых факторов, действу-
ющих на одну и ту же упругую конструкцию, 
невозможно из-за того, что каждая схема 
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ресующие силовые факторы (закон Гука и 
принцип суперпозиции) и, если отвлечься 
от конкретных особенностей какой-либо ва-
гонной конструкции, описывается в рамках 
следующего математического формализма.

Допустим, нас интересуют N силовых 
факторов, нагружающих конструкцию (зна-
чения j-го силового фактора обозначаются 
далее через Fj). Для их регистрации на кон-
струкции размещены K тензодатчиков (от-
клики i-го датчика обозначаются далее через 
Si). Отметим, что на практике K значительно 
больше, чем N, что и будет предполагаться 
далее в тексте. Линейный характер зависи-
мости откликов датчиков от нагрузок мате-
матически выражается в виде:
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или в краткой записи:
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Коэффициенты gij матрицы влияния Ĝ  
оцениваются по результатам тарировочных 
замеров. Физический смысл коэффициентов 
влияния gij есть отклик i-го датчика на еди-
ничную нагрузку от j до силового фактора, 
что математически выражается в виде оче-
видного тождества:

	 ˆ ,j jG G= ⋅Ф 	 (2)

в котором Gj – j-й столбец матрицы влияния; 
Фj – столбец из N элементов, все элементы 
которого равны нулю, кроме j-го, равного 
единице:
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 (единица на j-м месте).	 (3)

Физически адекватный выбор совокуп-
ности силовых факторов проявляется в мак-
симальности ранга матрицы влияния Ĝ :

	 ( )ˆrank ,G N= 	 (4)

т. е. линейной независимости ее столбцов. 
Чтобы доказать это предположение, рассудим 
следующим образом. Предположим против-
ное: пусть среди столбцов матрицы Ĝ  есть 
хотя бы один, являющийся линейной комби-
нацией остальных:
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означает следующее: была приложена ком-
бинированная нагрузка, вклад в которую 
внесли все силовые факторы, кроме l-го, од-
нако отклик датчиков был таким, как будто 
была приложена единичная нагрузка только 
l-го силового фактора. Далее видно, что ус-
ловие (4) выполнено.
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Формула (1) позволяет вычислять откли-
ки датчиков по известным нагрузкам. Для 
практики ходовых динамических испыта-
ний важно решение обратной задачи – вос-
становления приложенных нагрузок по из-
вестным откликам датчиков. При этом не-
обходимо учитывать, что, помимо полезного 
сигнала, несущего информацию об интере-
сующих нас нагрузках (именно эти нагрузки 
и прикладывались к конструкции во время 
тарировочных замеров), от датчиков будет 
идти, условно говоря, паразитный сигнал, 
обусловленный как силовыми факторами, 
которыми конструкция не нагружалась при 
тарировках, так и погрешностями измери-
тельной аппаратуры. В связи с этим целесо-
образно ввести следующую терминологию.

Результирующую нагрузку, возникающую 
при одновременном приложении нескольких 
(или всех) силовых факторов, участвовав-
ших в тарировочных замерах, назовем приво-
дящейся к тарированным; сюда же следует 
отнести нагрузку, которая становится тако-
вой после пересчета сил на другие точки их 
приложения. Если величины одновременно 
приложенных силовых факторов F1, …, FN, 
то, согласно принципу суперпозиции, от-
клик каждого датчика есть сумма откликов 
на каждый силовой фактор:
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Напомним, что через Gj нами обозначен 
столбец из величин откликов на единичную 
нагрузку j-го силового фактора, см. (3). Ли-
нейно-независимые вектор-столбцы G1, …, 
GN будем называть базисными откликами 
(датчиков). Множество всех K-мерных век-
тор-столбцов S, представимых в виде (5), 
обозначим через SN. Это множество есть 
N-мерное векторное подпространство в K- 
мерном векторном пространстве SK всевоз-
можных K-мерных вектор-столбцов. Век-
тор-столбцы G1, …, GN образуют базис SN. 
На пространстве SK рассмотрим стандартное 
евклидово скалярное произведение:

1 1, ,K KR S R S R S R S S R′ ′= ⋅ +…+ ⋅ = ⋅ = ⋅

где R и S – два произвольных вектор-столб-
ца пространства SK, штрихом (здесь и далее 
по тексту) обозначается операция транспо-
нирования матрицы.

Обозначим через K NS −
⊥  ортогональное до-

полнение пространства SN до пространства 
SK, т. е. множество вектор-столбцов R ∈ SK 
ортогональных всем векторам S ∈ SN:

{ }|    , 0 .K N K NS R S S S R S−
⊥ = ∈ ∀ ∈ =

 Согласно одной из общих теорем ли-
нейной алгебры [3, с. 117] пространство SK 
является прямой суммой пространств SN и 

K NS −
⊥  (обычно это записывают в виде SK = 

K N K NS S S −
⊥= ⊕ . Последнее буквально означает, 

что каждый вектор-столбец S ∈ SK однознач-
но представим в виде суммы своих ортого-
нальных проекций ||

NS S∈  и K NS S −
⊥ ⊥∈  на 

эти подпространства:

   || 1 1 .N NS S S F G F G S⊥ ⊥= + = ⋅ +…+ ⋅ + 	 (6)

Рассмотрим отклик S на произвольную 
нагрузку. Возможны два взаимоисключаю-
щих случая:

а) Отклик S имеет вид (5), т. е. ||S S= , 
а S⊥ = 0. Это значит, что была приложена 
только нагрузка, приводящаяся к тариро-
ванным.

б) У отклика есть ненулевая ортогональ-
ная к SN cоставляющая ||S S S⊥= + , S⊥ ≠ 0, ко-
торую мы назовем паразитным откликом, в 
отличие от полезного отклика ||S . Полезный 
сигнал обусловлен нагрузкой, приводящейся 
к тарированной нагрузке. Паразитный сиг-
нал обусловлен некой не приводящейся к 
тарированным дополнительной нагрузкой и 
погрешностями измерительного комплекса.

Наша задача – выделить полезный сиг-
нал из зафиксированного приборами, т. е. 
найти коэффициенты Fj в разложении (6).

Коэффициенты разложения F1, …, FN 
проекции находим стандартными методами 
линейной алгебры: домножим скалярно ра-
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венство (6) на вектор-столбец Gi. С учетом 
того, что Gi, S⊥ = 0, получим:

1 1, , , .i i i N NG S G G F G G F= ⋅ +…+ ⋅

Мы имеем N таких равенств (i ∈ {1, …, 
N}), которые удобно записать в матричном 
виде:
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откуда
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(7)

где верхний индекс (–1) обозначает обраще-
ние матрицы.

Невырожденность матрицы Г = [Gi, Gj], 
т. е. существование матрицы Г–1, гарантиру-
ется условием (4).

Поскольку Gi, Gj = G′i ·Gj и G′i есть i-я 
строка матрицы Ĝ′ ,
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и (7) можно представить в виде:

	 ( ) 1 ˆ .ˆ ˆF G G G S
−

′ ′= ⋅ ⋅ ⋅ 	 (8)

Поскольку Ĝ  – матрица полного ран-

га, произведение ( ) 1ˆ ˆ ˆG G G
−

′ ′⋅ ⋅  совпадает с 
так называемой псевдообратной матрицей 
Мура–Пенроуза [4, с. 61], традиционно обо-
значаемой через Ĝ+ :

( ) 1ˆ ˆ ˆ ˆG G G G
− +′ ′⋅ ⋅ =

и формула (8) редуцируется до

	 ˆ .F G S+= ⋅ 	 (9)

Описанная методика выделения полезно-
го сигнала в формулировке (9) ранее пред-
лагалась в докладе [2]. Наш подход к этому 
вопросу содержит физическую интерпре-
тацию математической операции (8) и по-
казывает, что описанный метод выделения 
полезного сигнала является точным в рам-
ках принятой математической модели.

Следует также отметить, что одно из важ-
нейших свойств псевдообратных матриц [5, 
с. 234] заключается в том, что вектор-стол-
бец Ĝ S+ ⋅  является решением системы урав-
нений (1), в которой неизвестным считается 
столбец F, в смысле наименьших квадратов. 
Это означает, что невязка Ĝ F S⋅ −  при 

ˆF G S+= ⋅  принимает наименьшее значение:

	 ( ) minˆ , ˆ ˆ
NF R

G G S S G F S+

∈
⋅ ⋅ − = ⋅ −

где 2 2
1 KS S S= +…+ .

Таким образом, ортогональная проекция 
||S  отклика S, а SN является ближайшим 

(в смысле евклидова расстояния) к S откли-
ком, лежащим в подпространстве SN. Други-
ми словами, выделяя из отклика S-го часть ||S , 
соответствующую нагрузке, приводящейся 
к тарированным, мы исходим из миниму-
ма расстояния ||S S−  между откликами. 
Последняя величина есть также евклидова 
длина ǁS⊥ǁ отклика датчиков S⊥ на паразит-
ную нагрузку. Поэтому выбор в качестве ||S  
ортогональной проекции S, а SN можно на-
звать принципом минимальной паразитной 
нагрузки.
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2	 Оценка погрешности метода

Как было отмечено выше, изложенный ме-
тод восстановления нагрузок, приводящихся 
к тарированным, следует считать точным в 
рамках принятой математической модели. 
Возможная погрешность δF при восстанов-
лении значений силовых факторов F может 
быть обусловлена лишь погрешностью δS 
входного сигнала S, вызванной ограниченной 
точностью измерительного комплекса. Если 
вместо точного значения S входного сигнала 
нам известно его искаженное значение S +  
+ δS, то выходной сигнал тоже будет иска-
жен – вместо точного значения F мы восста-
новим некоторое F + δF. Кроме того, вместо 
точного значения Ĝ матрицы влияния нам 
известно ее несколько искаженное значение 
ˆ ˆG G+ δ . Таким образом, при восстановлении 

силовых факторов вместо решения F урав-
нения (1) мы получим решение F + δF урав-
нения:

	 ( ) ( )ˆ ˆ .G G F F S S+ δ ⋅ + δ = + δ 	 (10)

Получим оценку погрешности δF реше-
ния через погрешности Ĝδ  и δS входных 
данных. Для этого определим число обу-
словленности χ (А) матрицы A по отноше-
нию к норме ⋅   как

( ) ,A A A+χ = ⋅

где ⋅   – норма на пространстве всех K×N-
матриц. В литературе по вычислительным 
аспектам линейной алгебры число обуслов-
ленности определяется только для невы-
рожденных квадратных матриц как χ(А) = 

1A A−= ⋅  [6, с. 404]. Наше определение 
числа обусловленности является очевидным 
и естественным обобщением.

Далее будем предполагать, что нормы на 
пространствах матриц и вектор-столбцов 
согласованы [6, с. 355]. Это значит, что для 
любой K×N-матрицы и любого столбца v из 
N элементов выполняется неравенство:

.A v A v⋅ ≤ ⋅

Примеры согласованных норм [6]:

1 1 11 1
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 = =  
 

∑ ∑
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max , ,| | ,  max .
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N iji K j
v v v A A∞ ∞ ≤ ≤ =

 
= … =  

 
∑

В приводимых далее выкладках будет ис-
пользовано то, что для матрицы А, имею-
щей полный ранг по столбцам, выполняется 
равенство:

,A A I+ ⋅ =

где I – единичная матрица, что легко выте-
кает из соотношения 1( )A A A A+ −′= ⋅ ⋅ ′ . 

В самом деле, ( )1( )A A A A A A+ −⋅ ⋅ ⋅′ ′ ⋅= =  
= I.

Раскрыв скобки и учитывая, что ˆ =G F S⋅ , 
перепишем (10) в виде:

( )ˆ ˆ ˆG G F S G F+ δ ⋅δ = δ − δ ⋅

или, после домножения слева на ( )ˆ ˆG G
+

+ δ , 
в виде:

( ) ( )ä .ˆ ˆ ˆäF G G S G F
+

δ = + ⋅ δ − ⋅

Используя согласованность норм и нера-
венство треугольника, оценим сверху Fδ :

( )ˆ ˆ ˆF G G S G F
+

δ ≤ + δ ⋅ δ − δ ⋅ ≤

( ) ( )ˆ ˆ ˆG G S G F
+

≤ + δ ⋅ δ + δ ⋅ =

( )
( )

ˆ ˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆ

G G G F
S G F

SG G

 χ + δ ⋅
 = ⋅ ⋅ δ + δ ⋅ ≤
 + δ  

	

( )
( )

ˆ ˆ ˆ
ˆ

ˆ ˆ

G G G F
S G F

SG G

 χ + δ ⋅
 ≤ ⋅ ⋅ δ + δ ⋅ =
 + δ  
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( )

( ) ( )

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ
,

ˆ

G G

G GS
F

SG G G G

= χ + δ ×

 δδ × ⋅ + ⋅ + δ + δ 
 

откуда, разделив последнее неравенство на 
F , получим:

	

( )

( ) ( )

ˆ ˆ

ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ
.

ˆ

F
G G

F

G GS
SG G G G

δ
≤ χ + δ ×

 δδ × ⋅ + + δ + δ 
 

	

(11)

Величина в скобке в правой части (11) 
имеет порядок относительной погрешности 
входных данных, левая часть – относитель-
ную погрешность решения. Следовательно, 
число обусловленности ( )ˆ ˆG Gχ + δ  определя-
ет, насколько погрешность входных данных 
может повлиять на погрешность решения.

Если тарировочные замеры проведены 
настолько аккуратно, что погрешностями 
тарировочных измерений можно пренебречь 
по сравнению с погрешностями δS откликов 
датчиков, полученных в результате ходовых 
динамических испытаний, то можно условно 
считать, что коэффициенты влияния извест-
ны точно, и относительную погрешность ре-
шения оценивать с помощью неравенства, 
получающегося из (11) при 0Ĝδ = :

( )ˆ .
F S

G
F S
δ δ

≤ χ ⋅

Величину ( )Ĝχ  можно использовать как 
одну из оценок качества схемы расстанов-
ки тензодатчиков при поиске оптимальной 
схемы расстановки на компьютерной МКЭ-
модели упругой конструкции: чем меньше 

( )Ĝχ , тем выше качество схемы расстановки.

Заключение

В настоящей статье были изложены ма-
тематические аспекты обоснования экспери-
ментального определения силовых факторов 
методом ортогонального проектирования на 
векторное пространство базисных откликов 
датчиков. Однако в данной статье не были 
рассмотрены вопросы выбора количества 
датчиков и мест их расположения на иссле-
дуемой конструкции, которые во многом 
зависят от ее особенностей. Поскольку эти 
вопросы могут оказать существенное влия-
ние на качество экспериментальных иссле-
дований, они будут изложены авторами в 
последующих публикациях применительно 
к конкретным конструктивным элементам.
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